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1 引言及说明

导数, 在高中数学中仍是在研究初等数学的内容. 在大题中, 其唯一是指用途就是—判断函
数单调性.
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本文尽量地将题目按照题型分类讲述,内容大致从浅到深,不会直接使用高级的或者鲜为人
知的结论. 力求将题目理解得更深刻, 使得对导数这一 “杂” 有更深了解, 在备考时对即将到来
的考试有更好的把握, 尽量让读者避免多刷题而脑袋空空, 看题做题, 没有题就不知道该怎么办
的情况.
本文主要分为三个部分: 双变量问题, 恒成立参数问题, 不等式证明. 重点放在不等式的证

明. 其实导数题就是在研究一些不等式, 其逻辑性非常重要. 本文重在思想分析和技巧的介绍,
强调逻辑性, 叙述严谨性和证明方法规范性, 使废话尽量少并淡化详细的证明解答过程. 题目一
般也不会整题出现, 以突出重点并节约时间.

题目在清楚来源的情况仍会标明, 注上 “*” 的是原创题. 本文最后附上必备基本知识, 尽量
让文章受众可以更广, 只要知道如何求导便能完全理解本文. 当读者发现未知的概念或者不等
式且在正文中没有讲解, 请查阅附录.
在准备这篇文章的时候, 已经很久没有动过导数题, 感觉也没有以前好, 所以主要还根据以

前的题目来讲解. 可能在部分地方出现纰漏, 欢迎读者指出. 最后不等式的部分没有单纯的不等
式证明, 这类题目涉及的技巧比较多, 也几乎不会出现在考题中, 本人能力有限, 没有再做讲解.
最后还要感谢为本文提供题目的蔡嘉贤, 杨文龙，Dylan. 由于 Dylan 过于出名, 后文中会将来
源其知乎的题目前标明 “#”.

2 极值点偏移

先看一道例题.
例题 1 已知函数 f (x) = x

ex (x ∈ R), 若 f (x1) = f (x2) 且 x1 , x2, 证明:

x1 + x2 > 2

.
分析:
首先都是不管三七二十一, 求导: f ′(x) = 1−x

ex . 因此, f (x) 在 (−∞, 1) ↑, (1,+∞) ↓. 也就是
说 1 刚好是极大值点, 而所求 x1 + x2 和 2 的关系体现一种对称性. 若 x1 + x2 = 2 则可以推

知函数图像关于直线 x = 1 对称, 所以现在的 x1 + x2 > 2 意义是什么? 注意: 导数的正负可
以代表函数的单调性; 但实际上, 其绝对值可以代表函数的增 (减) 速. 容易知道, 对于任意的
x′1 + x′2 = 2 (x′1 < 1) 都有 | f ′(x′1)| > | f ′(x′2)|. 也就是说 f (x) 在极值点右端其实减少得比较慢.
实际上, 若画出 f (x) 的图像 (见图 1), 可以看出 B 点相对于 A 点距离 P 点很远, 特别的, 当
x1 → 0+ 时, x2 → +∞, 故称为极值点偏移. 但是在考试的导数大题中严格来讲是不允许画图的,
包括前文所述的导数绝对值来表示增 (减) 速都不能使用. 因为都有一个很严肃的问题, 高中生
并不能用已有知识清楚地解释这些, 这些只能存在于理解之中. 导数最重要的部分还是逻辑.
知道了本题的实质, 进一步分析解答会方便许多. 重新思考本题, 主要思想应该是消元, 因

为并不知道如何对多元函数求导. 因此从条件出发可以知道条件 f (x1) = f (x2) 应当用于消元.
另外从结论出发可以知道应当要构造函数 (大部分导数题中的不等关系证明都是由函数单调性
得来). 知道这些后需要打破原来的对称性1. x2 > 2 − x1 从而实现 x1, x2 的分离. 因为极

1因为一元导数的限制, 在绝大多数导数的证明或解答过程, 都是极不对称的.
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图 1: f (x) = x
e2 图像

值点的特性, 不等号两端会在同一单调区间中, 同时套上 f (x) 即可化单变量. 在此建议消去
x2 (一般设x1 < x2), 这是出于严谨性的考虑, 后文会再提到.
下给出本题的作答:

证明. 对 f (x) 求导,

f ′(x) =
1 − x

ex

故: f (x) 在 (−∞, 1) 单调增, 在 (1,+∞) 单调减.
因此不妨设 x1 < 1 < x2.
原不等式 ⇔ x2 > 2 − x1 ⇔ f (x1) = f (x2) < f (2 − x1),
令 F(x) = f (x) − f (2 − x) (x < 1), 并且注意到 F(1) = 0

因此原不等式成立 ⇐ F′(x) > 0. 因为 x < 1, 故

F′(x) = f ′(x) + f ′(2 − x)

=
1 − x

ex
− 1 − x

e2−x

= (1 − x)(
1
ex
− 1

e2−x
)

> 0

原不等式得证. □

观察过程发现 F′(x) 符号的判断其实很容易, 因为可以因式分解. 一边是多项式, 另一边虽
然有指数函数, 但仍是易于判断符号的初等函数. 其实大部分的极值点偏移类型的题目都是由
指对函数与多项式相乘产生的.
上文就大概讲清楚了极值点偏移, 例题 1 是一道非常常规简单的题目, 绝大多数人都是知

道怎么做的. 在此由其引入, 由简单的题目来体会更深刻的东西. 但是这样的题目显然挑战性是
很小的, 因此极值点偏移只在 16 全国卷 I 出现过一次. 如何使一道题变得复杂? 导数题中常见
的就是添加参数, 还有就是更改函数.

例题 2 [2016 全国卷 I] 已知函数 f (x) = (x − 2)ex + a(x − 1)2, 其中 a > 0;
(2) 设 x1, x2 是 f (x) 的两个零点, 证明: x1 + x2 < 2.

分析:
此处出现了参数 a, 所以问题在于是否要消去参数. 因为由前一题其实可以可以看出零点这

个条件并不是必须的, 只要保证 f (x1) = f (x2) 即可. 但是本题如果将 a 分离会发现为求导带来

巨大麻烦, 并且 a 提供的范围将无效.
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证明. f ′(x) = (x − 1)ex + 2a(x − 1) = (x − 1)(ex + 2a) ⇒ (−∞, 1) ↓, (1,+∞) ↑.

⇔ x2 < 2 − x1

⇔ f (x2) < f (2 − x1)

⇔ f (x1) < f (2 − x1)

令 F(x) = f (x) − f (2 − x) (x < 1), 故

F′(x) = f ′(x) + f ′(2 − x)

= (x − 1)(ex + 2a) + (1 − x)(e2−x + 2a)

= (1 − x)(e2−x − ex) > 0

F(x) ↑ ⇒ F(x) < F(1) = 0

□

注: 例题 2 的证明并不十分严谨规范, 为缩短文本长度和节省时间, 只写出了主要的步骤而
不影响理解. 下面的题目解答也将类似.
接下来看一道 “参数问题”.
例题 3* 已知函数 f (x) = ex − ax (x ∈ R) 有两个不等根 x1, x2, 求证:

(1) x1 + x2 > 2;
(2) x1 + x2 < 2 ln a.

证明. (1) ex1 = ax1

ex2 = ax2

⇒ x1

ex1
=

x2

ex2

故与例题 1 相同.
(2)

f ′(x) = ex − a⇒ (−∞, ln a) ↓, (] ln a,+∞) ↑

余下步骤均是套路. □

在此可以看到参数通过不同的处理可以得到不同的结果, 同样也看到一个函数其实可以有
不同的变形. 通过此题, 得到一个对于参数处理的方法, 即观察参数是否对结果有贡献, 如题 (1)
求证式子并无参数而题 (2) 有参数; 因此题 (1) 中的参数很有可能是无用的, 而题 (2) 是肯定有
用的.
下面有两题比较有难度的变式题.
例题 4 已知函数 f (x) = x ln x, g(x) = x

ex ;
(1) 记 F(x) = f (x) − g(x), 判断 F(x) 在区间 (1, 2) 零点个数;
(2) 记 F(x) 在 (1, 2) 零点为 x0,m(x) = min{ f (x), g(x)}, 若 m(x) = n (n ∈ R) 在 (1,+∞)

上有两个不等实根 x1, x2, 判断 x1 + x2 与 2x0 的大小关系.
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(1) 解:
F(x) = 0⇔ ln x − 1

ex = G(x) = 0,

∵ G(x) ↑且

G(1) = 0 − 1
e = −

1
e < 0

G(2) = ln 2 − 1
e2 >

1
2 −

1
e2 > 0

因此 ∃ 唯一的 x0 ∈ (1, 2) 使得 F(x0) = 0, 故 F(x) 有且只有一个零点.
(2) 解:

m(x) =

 f (x), x ∈ (1, x0)

g(x), x ∈ (x0,+∞)

先不进一步解答, 首先由 x0 → 1 时, x2 → +∞ 得知 x1 + x2 > 2x0. 一般这种接近证明题不
会要分类讨论.
仍是先走套路,

⇔ x2 > 2x0 − x1

注意: 此处便不再方便将 x1 放在一边, 因为这样 2x0 − x2 可能小于零, 而这是不在定义域
内的. 因此建议总是把 x2 写在一边以省去这部分的逻辑问题考虑.
注意到 g′(x) = 1−x

ex ⇒ g(x) 在 (x0,+∞) 单调减.

⇔ g(x2) < g(2x0 − x1)

⇔ f (x1) − g(2x0 − x1) < 0

令t(x) = f (x1) − g(2x0 − x1) (x ∈ (1, x0))

= x ln x − 2x0 − x
e2x0−x

= x ln x +
x − 2x0

e2x0−x

按照一般套路, 现在应该要能证明 t′(x) > 0 即可.
不妨一试,

t′(x) = f ′(x) + g′(2x0 − x)

= ln x + 1 +
1 + x − 2x0

e2x0−x

这个式子下一步如何变形证明其大于零才是本题关键, 但是前面各种逻辑方面的处理足够让不
少人 “误入歧途” 或者放弃了. 这里主要和前面几个例题都不相同, 前面的由于多项式对同一个
函数进行调整最终可以因式分解. 但在此很难产生有效的因式, 读者可以一试.
在此全文将第一次使用不等式进行放缩. 要证明

ln x + 1 − 2x0 − x − 1
e2x0−x

> 0 (1)
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对此进行处理一个是从 ln x, 另一个是从 2x0−x−1
e2x0−x 进行放缩. 放缩一般原则是化繁为简并且放的

“维度” 尽量小, 在此对 2x0−x−1
e2x0−x 进行放缩.

不等式(1)LHS > ln x + 1 − 2x0 − x − 1
2x0 − x + 1

> ln x > 0

得证.
导数题往往变形是令人头疼的, 往往难以有方向, 正向与逆向的变形都有可能会出现. 如果

t(x) 不直接求导, 而是先一步放缩

x ln x +
x − 2x0

e2x0−x
< x0(ln x − 1

e2x0−x
)

这么处理可以把多项式和指对分离方便进一步分析, 欲证

ln x − 1
e2x0−x

< 0

对于指对, 几乎只有单调性来判断最值, 并且注意刚才的放缩其实是不等号取到等号的条件. 但
是上函数并不能直接判断单调性, 此时再求导:

(ln x − 1
e2x0−x

)′ =
1
x
− 1

e2x0−x
>

1
x0
− 1

ex0
> 0

因此 ln x − 1
e2x0−x < ln x0 − e−x0 = 0. 注意这里用到了隐零点 x0 的相等关系.

例题 5 已知 f (x) = ex(x − 1
x − 2) (x > 0) 且 x1, x2 > 0 满足 f (x1) + f (x2) = −4e. 求证:

x1 + x2 ≥ 2.
当这个函数还看不是很清楚的时候, 就直接求导:

f ′(x) =
(x − 1)2(x + 1)

x2 ex

所以可以看到 f (x) 单调递增, 并且 f (1) = −2e, 也即是和刚才极值点偏移的轴对称不同, 现在是
中心对称. 先不慌, 仍然按照前面的方法先消元试一试.

⇔ x2 ≥ 2 − x1

⇔ f (x2) ≥ f (2 − x1)

⇔ −4e − f (x1) ≥ f (2 − x1)

令F(x) = f (x) + f (2 − x) + 4e (0 < x ≤ 1)

欲证 F′(x) > 0,

F′(x) = f ′(x) − f ′(2 − x)

=
(x − 1)2(x + 1)

x2 ex − (x − 1)2(3 − x)
(2 − x)2 e2−x

= (x − 1)2(
x + 1

x2 ex +
x − 3

(2 − x)2 e2−x)
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下一步怎么处理想必读者都已清楚, 为方便叙述令 h(x) = x+1
x2 ex,m(x) = h(x) − h(2 − x). 欲证

F′(x) ≥ 0⇔ m(x) ≥ 0, 注意到 m(1) = 0, 即欲证 m′(x) ≤ 0.

h′(x) = ex(
−x − 2

x3 +
x2 + x

x3 )

=
ex

x3 (x2 − 2)

m′(x) = h′(x) + h′(2 − x)

=
ex

x3 (x2 − 2) +
e2−x

(2 − x)3 (x2 − 4x + 2)

计算到这里发现似乎绕了一圈却没有得到实质性结果. 这时候很有可能不是正常做法了, 实际
上 m(x) ≥ 0 和 m′(x) ≤ 0 本来就是不等价的, 但是导数题的关键在于单调性, 所以题目总是能这
样做出来, 但是我希望在这样做的时候能够明白其中的关系. 现在我们继续往这个角度思考, 对
式子进一步观察, 很明显

h′(x) < 0⇔ 0 < x <
√

2

这边 x ∈ (0, 1] ⊆ (0,
√

2), 但是 2 − x ∈ [1, 2) 有一部分 (
√

2, 2) 超出了可以使其小于零的范围. 所
以只需处理这一部分即可, 注意到 x→ 0+ 时, h′(x)→ −∞, 其实可以发现, 当 x 越小时, h′(x) 会

变小得非常快, 所以 m′(x) 很有可能不止是小于零, 而是远小于零. 于是放缩成为可能, 下面给
出一种放缩法:
要证明: m′(x) ≤ 0.

证明. (1) 若 2 −
√

2 ≤ x ≤ 1, 2 − x ≤
√

2. h′(x) ≤ 0, h′(2 − x) ≤ 0, 所以 m′(x) ≤ 0.
(2) 若 0 < x < 2 −

√
2. 此时, 2 − x ∈ (

√
2, 2).Å

ex

x3 (x2 − 2)
ã′
= ex
Å

2x · x3 − 3x2(x2 − 2)
x6 +

x2 − 2
x3

ã
=

ex

x6 (x5 − x4 + −2x3 + 6x2)

=
ex

x6

(
x4(x − 1) + 2x2(3 − x)

)
> 0(当x ∈ (

√
2, 2)时)

因此,
e2−x

(2 − x)3

(
(2 − x)2 − 2

)
<

2e2

8
=

e2

4

. 注意到: 此时
ex

x3 (x2 − 2) < − e
x3

.
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m′(x) ≤ 0⇐ e(
e
4
− 1

x3 ) < 0

⇔ x3 <
e
4

又 ∵
e
4
>

2.5
4
=

25
40
,

而x3 < (2 −
√

2)3 < (2 − 1.4)3 = (
3
5

)3 <
3
5
=

24
40
<

e
4
.

故 m′(x) < 0. □

但这个其实非常难想, 还需要不断尝试, 即使发现这个条件可以放得很宽 (因为其实比 0 小

很多), 但还是很难处理. 接下来从一个比较完美的角度切入, 也是正解.
首先化繁为简可以提取 ex, 得到

(x − 1)2ex(
x + 1

x2 − 3 − x
(2 − x)2 e2−2x)

这时候应该可以注意到一个不等式

ex ≥ x + 1 (2)

这时候这个很丑的分母 (2 − x)2 令人不悦, 但是由不等式 (2) 得到 e2−2x ≥ 3 − 2x 好像一点用都

没有, 但是注意到:
e2−2x = e2(1−x) ≥ (2 − x)2

可以消去分母, 但这并没有解决任何问题, 因为 x − 3 < 0, 一开始准备这样放缩就是错误的!
但并不是就没办法了, 这就是导数变形常常让人意想不到的地方, 既然提取 ex 不行, 那就提取
e2−x, 这次得到

F′(x) = (x − 1)2e2−x(
x + 1

x2 e2(x−1) +
x − 3

(2 − x)2

≥ (x − 1)2e2−x(x + 1 +
x − 3

(2 − x)2 )

F′(x) ≥ 0

⇐ (x − 2)2(x + 1) + x − 3 ≥ 0

⇔ (x − 1)(x − 2)2 + x − 3 + 2(x − 2)2 ≥ 0

⇔ (x − 1)(x − 2)2 + 2(x − 2)2 + (x − 2) − 1 ≥ 0

⇔ (x − 1)(x − 2)2 + (x − 2 + 1)(2(x − 2) − 1) ≥ 0

⇔ (x − 1)[(x − 2)2 + 2(x − 2) − 1] ≥ 0

∵(x − 2)2 + 2(x − 2) − 1 ≤ 4 − 4 − 1 ≤ 0

∴(x − 1)[(x − 2)2 + 2(x − 2) − 1] ≥ 0

以上是通分后进行因式分解的过程, 注意到 x = 1 是一个根 (等号条件), 提取因式 (x − 1), 并且
利用整体进行十字相乘化简较为简单. 上面详细过程供读者参考.
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3 双变量问题

3.1 双变量问题

实际上极值点偏移问题也是双变量问题, 由于其经典性并且许多模拟题都围绕极值点偏移
所展开, 因此在第一部分大致介绍了极值点偏移. 并让读者从这个有着比较固定模式的题型中
摸索到一点感觉. 双变量问题就是围绕两个变量而展开的问题, 广义上还可以认为是多个而不
仅仅是两个, 这类题型其实很经常出现, 有一些套路, 但也总会一些创新. 双变量问题主要分为
两类:

1. 独立双变量;
2. 不独立双变量.

独立双变量就是变量之间并不会相互影响,而导数题最多也就是最值讨论,而对于这种题往往就
是分别求最值. 而不独立双变量恰好相反, 两个变量是有联系的, 但这也就是提供了一个方法去
做最喜欢在双变量中做的事—消元. 消元其实就是双变量最根本的思想, 消元以构造新的函数
进行单调性讨论.

例题 1 已知函数 f (x) = (x2 − ax − a)ex.
(1) 讨论 f (x) 的单调性;
(2) 若 a ∈ (0, 2), 对于任意 x1, x2 ∈ [−4, 0], 都有 | f (x1) − f (x2)| < 4e−2 + mea 恒成立, 求 m 的取值

范围.
分析: 本题的障眼法是绝对值, 但是一般是可以直接去掉的. 所以本题应该是一题独立变量

的问题, 或者其实就是研究最值的问题.
解:
(1)

f ′(x) = (x2 − (a − 2)x − 2a)ex

= (x − a)(x + 2)ex

将 a 和 −2 进行比较讨论即可.
(2)
问题等价于先求 f (x)max − f (x)min.
注意到 f (x) 在 (−4,−2) ↑, (−2, 0) ↓. 所以 f (x)max = f (−2) = 4+a

e2 , f (x)min = min{ f (−4), f (0)}. 由于

f (−4) =
16 + 3a

e4 > 0

而

f (0) = −a < 0

所以最小值为 −a, 所以问题等价于:

mea − a
e2 − a > 0

因此
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m >
1 + e2

e2

a
ea

⇒ m >
1 + e2

e2

1
e
=

e2 + 1
e3

例题 2 证明：对任意的 x1, x2 ∈ (0, e2], x1 ln x1 − m
2 x2

1 − x1 + e > ex2 (1 − x2
2 ),m ∈ (0, 1

e2 ).
分析: 本题亦是独立变量的问题, 但是多了一个参数 m. 在此我们暂且不细讲参数, 这边参

数给了取值范围. 显然只需要证明不等式左边最小值大于不等式右边, 而不等式右边其实可以
先求出最大值. 注意到参数的 “影响” 其实很小, 只在 x2 的系数出现, 这其实意味着参数的不重
要性, 当 x 不变时, 就是取 m 的最大值便可取到此时左式的最小值.

证明. 因为
[ex(1 − x

2
)]′ =

1
2

ex(1 − x)

所以

ex2 (1 − x2

2
) ≤ e(1 − 1

2
) =

e
2

现在继续利用我们在分析时用的思路, 令

f (x) = x ln x − m
2

x2
1 +

e
2

即要证 f (x) ≥ 0, 由 m < 1
e2 得:

f (x) ≥ x ln x − x2

2e2 − x +
e
2

令 h(x) = x ln x − x2

2e2 − x + e
2 , 请注意: 现在等价证明的是 h(x) ≥ 0 而不是 h(x) > 0, 这是因为

m < 1
e2 并没有取到等号. 这个逻辑是很重要的.

h′(x) = ln x − 1
e2 x = x

Å
ln x

x
− 1

e2

ã
注意到 ln x

x 在 (0, e) ↑, (e, e2) ↓. 而且 ln e2

e2 =
2
e2 >

1
e2 , 所以 h(x) 先减后增, 关键在于满足 h′(x0) = 0

的极值点 x0 没有代数解. 这里需要用到隐零点来进行估计.

h(x0) =
1
e2 x2

0 −
1

2e2 x2
0 − x0 +

e
2
=

1
2e2 x2

0 − x0 +
e
2

这是一个二次函数, 当 x0 = e2 取到最小值 e2

2 − e2 + e
2 =

e
2 −

e2

2 < 0, 出现错误, 原因在于隐零点估
计范围偏大. 注意到 h′(e) = 1 − 1

e > 0, 因此 x0 < e. 所以

h(x0) >
1
2
− e +

e
2
< 0

依然不对. 这正是这题最迷惑人的地方, 是因为前面哪里出错了吗? 注意我们的证明步骤都是
是等价证明, 不存在放缩过度问题, 问题只在合适隐零点的范围我们很难确定下来. 实际上可以
把 x0 范围缩到

e
2 , 则此时

h(x0) >
1

2e2 ×
e2

4
− e

2
+

e
2
> 0

. □
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下给出另一种方法, 也是本题正解.

证明. 先不把 m 换去,
f ′(x) = ln x − mx

得到隐零点 x0 满足:
ln x0 = mx0

代入 f (x0) 消去 mx (这里和前面想法不同, 消去参数而不是 ln x)

f (x0) =
x0

2
ln x0 − x0 +

e
2

令 t(x) = x
2 ln x − x + e

2 , 则由

t′(x) =
ln x − 1

2
得到

t(x) ≥ t(e) =
e
2
− e +

e
2
= 0

□

但是请注意, 上面证明出来即使非常完美, 直接和零接上了, 但是取到了等号, 且此时 x0 =

e < e2 满足题目所给条件的. 所以问题在哪? 这时候需要知道 ln x = mx, 即 m 和 x0 有关系. 但
是刚才我们明明发现隐零点代数解不存在, 现在又解了一个出来, 不就矛盾了? 其实没有, 我们
将 m 解出得到 m = 1

e >
1
e2 , 所以这个隐零点的值其实是不可取的. 那么问题就大了, 那为什么还

证出来了? 问题在于将 m 删去时没有限制 x0, 而恰好新的函数最小值是零, 因此没有造成问题.
注: 这类题还是用消去无用参数, 两边求最值方法最好. 因为这样几乎不可能做不出来, 而

本题却是别人特别设计的, 当然这对逆向思维也很有帮助就是了. 另外本题完全可以加强, 将 m

的范围改为 (0, 2
e2 ).

例题 3 [2019.5 泉州质检] 已知函数 f (x) = ex − x, g(x) = (x + k) ln (x + k) − x;
(1) 若 k = 1, f ′(t) = g′(t), 求实数 t 的值;
(2) 若 a, b > 0, f (a) + g(b) ≥ f (0) + g(0) + ab, 求正实数 k 的取值范围.
分析: a, b并无限定关系,但形式看起来让很多人觉得害怕,其实和上一题有相同的思想,将

m 先处理掉, 无非这边的 m 成为了 a, b 其中一个. 先固定一个, 对另一个变量的函数求导, 通过
单调性进行消元.
解:
(1)

f ′(x) = ex − 1 ≥ x

当 k = 1 时, g(x) = (x + 1) ln (x + 1) − x, 因此

g′(x) = ln (x + 1) ≤ x

得到

t = 0

12



(2)
首先我们要知道将其中一个变量视为不变进行求导. 利用极值点进行代换, 因此我们先选择 a

作为变量, b 的话下一步消元效果并不是很好, 读者可自行尝试.
原不等式 ⇔ ea − a + (b + k) ln (b + k) − b − k ln k − ab − 1 ≥ 0, 令 h(a) = ea − a + (b + k) ln (b + k) −
b − k ln k − ab − 1, 则

h′(a) = ea − 1 − b

所以

h(a) ≥ h(ln (1 + b)) = (b + k) ln (b + k) − (1 + b) ln (1 + b) − k ln k

令 m(b) = h(ln (1 + b)),
注意到 m(0) = 0, 这里将用经典的参数范围处理方法:

m′(b) = ln (
b + k
b + 1

)

显然答案就是使 m′(b) ≥ 0 恒成立的 k 的取值范围.
(i) 当 k ≥ 1 时, m′(b) ≥ ln ( b+1

b+1 ) = 0, 所以 m(b) > m(0) = 0;
(ii) 当 0 < k < 1 时, m′(b) < ln ( b+1

b+1 ) = 0, 所以 m(b) < 0. 不合题意.
综上所述, k ∈ [1,+∞)

注: 这里出现了参数分类讨论, 但实际上是比较简单且易于理解的, 和一般的不同. 一般都
还需要在估计一个隐零点的范围.

例题 4 [2018 安庆市二模] 已知函数 f (x) = x2 + x − ln x;
(2) 设 F(x) = f (x) − x2 + mx (m ∈ R), x1, x2 (0 < x1 < x2) 分别是函数 F(x) 的两个零点, 求证:
F′(
√

x1x2) < 0.
分析: 这里要的是导数值小于零, 其实跟极值点偏移也有点关系, 因为导数为零的就是极值

点, 这里就是在说 x1, x2 与极值点的关系. 当然不能这样作答, 零点在这边也是用处不大的, 大
部分零点都是没什么用, 因为代数解基本解不出来. 所以这里需要作差构造和结论靠近的式子
进行处理.

证明. 先看看目标式子是如何
F′(x) = m + 1 − 1

x
于是

F′(
√

x1x2) = m + 1 − 1
√

x1x2

0 = f (x2) − f (x2)

= (m + 1)(x2 − x1) − ln
x2

x1

0 = m + 1 −
ln x2

x1

x2 − x1

所以等价于证明

ln
x2

x1
<

x2 − x1√
x1x2

=

…
x2

x1
−
…

x1

x2
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这将双变量转化成 x2
x1
> 1, 为方便进一步证明, 令 t =

»
x2
x1
> 1, 则不等式等价于

ln t − 1
2

(t − 1
t

) < 0 (3)

接下来的证明很容易, 不再细述. □

注: 要证小于零却重新引入一个等于零的式子, 我们不妨称这种方法为零的代换. 其好处在
于加减的随意性. 不等式 (3) 其实很常见很重要, 还有在前面与其等价的双元不等式, 将在后文
再度出现. 用 t =

»
x1
x2
这一种代换 (将 x2

x1
视为新变量) 在有些极值点偏移的题目也可以用, 例

如第二部分的例题 1, 读者可以尝试.
例题 5 [2018 全国卷 I] f (x) = 1

x − x + a ln x (a > 2) 存在两个极值点 x1, x2 且 0 < x1 < x2,
求证:

f (x1) − f (x2)
x1 − x2

< a − 2.

分析: 从条件上看, 可以知道 f (x) 导数可以通分后分母是一个二次函数. x1, x2 当然不是独

立变量 (是二次方程两根), 所证的形式左边其实是一条直线的斜率. 当然还是不能这么说, 想说
的还是放在心里. 尝试解一下.
解:
对 f (x) 求导

f ′(x) = − 1
x2 − 1 +

a
x
=
−1
x2 (x2 − ax + 1)

因此, 由韦达定理得到 x1 + x2 = a

x1x2 = 1

接着对目标式子进一步处理

f (x1) − f (x2)
x1 − x2

=

1
x1
− x1 + a ln x1 − 1

x2
+ x2 − a ln x2

x1 − x2

=
2(x2 − x1) + a ln x1

x2

x1 − x2

= a
ln x1

x2

x1 − x2
− 2

所以等价于证明

ln
x1

x2
> x1 − x2

利用 x1 · x2 = 1 消去 x1 得

ln x2 −
1
2

(x2 −
1
x2

) < 0

和不等式 (3) 完全相同. 实际上将 1 用
√

x1x2 代换可以得到

x1 − x2

ln x1 − ln x2
>
√

x1x2

与前一道题的不等式也是一样的.
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注: 在此我们称将 1用其他代数式表示的方法叫做 1的代换, 其好处在于可以随便乘除 (请
对比零的代换).

例题 6 已知函数 f (x) = (x−a)2

ln x (其中 a 为常数). 当 0 < a < 1 时, 设函数 f (x) 的 3 个极值

点为 x1, x2, x3, 且 x1 < x2 < x3, 证明:
x1 + x3 >

2
√

e
.

分析: 本题奇怪之处在于三个变量, 但是由所需证明却和极值点偏移相似, 可以猜想应该也
是用和极值点偏移类似的方法.

证明. 对 f (x) 求导

f ′(x) =
2(x − a) ln x − 1

x (x − a)2

ln2 x

=
x − a
ln2 x

(
2 ln x − x − a

x

)
=

x − a
ln2 x

(
2 ln x − 1 +

a
x

)
所以 x = a 是一个极值点. 显然 1 是函数间断点, 需要在右边的因式中再找到两个根. 这时候其
实可以稍微猜一下了, x2 应该就是等于 a, x1, x3 就是 2 ln x − 1 + a

x 两个零点, 这样就和极值点偏
移没啥两样了.
于是我们令 h(x) = 2 ln x − 1 + a

x , 则

h′(x) =
2
x
− a

x2 =
1
x2 (2x − a)

所以 h(x) 在 x = a
2 取到最小值, 为了说明 x3 > a, 计算 h(a) = 2 ln a < 0 且 h(e) > 0, 故 x3 存在

且 x3 > a. 剩下就是要证明 x1 < a, 这样利用 x1, x3 的关系就可以用常规的极值点偏移来做了.
因为 h(a) < 0, 当 x → 0+ 时, h(x) > 0, 其实很显然 x1 存在并且小于 a. 但是在高中数学中是不
懂极限的, 因此我们必须找到另一个 x0 < a 使得 h(x0) > 0, 进而由零点存在定理才可以说明 x1

的存在. 这其实并不是一个很容易的问题, 后文还将专门提一下这个问题, 我喜欢称之为 “找零
点的问题”. 这里先不讲怎么取, 我们可以取 0 < x0 =

a
√

a
em < a (m > 0), 则

h(x0) = 3 ln a − 2m − 1 +
em

√
a

> 3(1 − 1
a

) − 2m − 1 +
em

√
a

= 2(1 − m) +
em

√
a
− 3

1
a

因此取 m
2 > max{ln 3√

a , 3}, 则可以证明, e
m
2 > m2, 因此

h(x0) > 2 − 2m + e
m
2 +

e
m
2

√
a
− 3

a

> 2 − 2m + m2 +
3

√
a ·
√

a
− 3

a

= 2 − 2m + m2 > 0
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所以 x1, x3 存在性得证. 依题意可知 a 对答案无贡献, 得到

x(2 ln x − 1) = −a

令 t(x) = 2x ln x − x,
t′(x) = 2 ln x + 1

即: 极值点为 1√
e , 正好符合题目给的命题, 验证了这样做的正确性. 接下来的步骤不需要再说

明. □

例题 7 [2019 武汉调研] 函数 f (x) = (ax− x2)ex (a ≥ 0), 设 f (x) 的两个极值点为 x1, x2, 证
明: 当 a > 2

»
11
25 时, f (x1) + f (x2) > 0. (注: ln 11 ≈ 2.398)

分析: 这题前半部分看了都觉得很熟悉, 但是一个 a 的范围就让人觉得有点无语, 当然要证
的东西一下子也看不出原型. 特别还给了 ln 11, 这种给数据的要注意, 几乎不可能不用上, 也暗
示题目会有一定难度2.

证明. 对 f (x) 求导

f ′(x) = (a − 2x + ax − x2)ex = (−x2 + (a − 2)x + a)ex

因此, 由韦达定理 x1 + x2 = a − 2

x1x2 = −a

再观察目标式子

f (x1) + f (x2) = (ax1 − x2
1)ex1 + (ax2 − x2

2)ex2

先利用极值点性质即 f ′(x1) = f ′(x2) = 0 先降幂

(2x1 − a)ex1 + (2x2 − a)ex2

这样子还是很难处理, 一个是不能因式分解, 另一个是双变量仅根据条件根本没法消元. 如果注
意到题目这个奇葩条件 a = 2

»
11
25 , 应该是要将 a 平方, 而出现平方的地方, 是 ∆ = a2 − 4a + 4 +

4a > 4( 11
25 + 1) = 144

25 . 比较熟悉二次方程应该还要想到: |x1 − x2| =
√
∆

|a| .
于是先在保留形式合适的情况下消去 a (正常给 a的范围应该消去其他未知量, 但是这里很难做
到3.). 可以利用 −a = −x1 − x2 − 2 得

f (x1) + f (x2) = (x1 − x2 − 2)ex1 + (x2 − x1 − 2)ex2

进行局部因式分解

(x2 − x1)(ex2 − ex1 ) − 2(ex1 + ex2 )

要证明其大于 0, 现在问题在于并没有化成单变量, 但实际上我们知道单变量应该是 x2 − x1 =√
∆

|a| >
12
5 . 注意到大于零的证明和因式分解结合是最让人愉快的, 非零边可以同时乘除代数式.

2不然题目没必要给出一个这么精确的值, 当然另一方面也告诉我们可以利用这点去探索适合本题的方法.
3这里又是一个逆向的思维.
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注意在这里同除以 ex1 时, 除法在指数中就变成减法, 也正是本题目的所在.
原不等式等价于

(x2 − x1)(ex2−x1 − 1) − 2(1 + ex2−x1 ) > 0

令 t = x2 − x1 >
12
5 , h(t) = t(et − 1) − 2(et + 1), 则等价于证明

h(t) > 0

恒成立.
h′(t) = et − 1 + tet − 2et = et(t − 1) − 1 > 0

所以只需要 h( 12
5 ) ≥ 0 即可, 因为

h(t) ≥ 0

⇔ et(t − 2) − (t + 2) ≥ 0

⇔ et ≥ t + 2
t − 2

⇔ t ≥ ln
t + 2
t − 2

将 t = 12
6 代入即得

12
5
≥ ln 11

而由题目所给信息知此显然, 得证. □

例题 8 函数 f (x) = e2x + (a − ax)ex, x1, x2 为函数 f (x) 的两个极值点, 且 0 < x1 < x2;
若 x1x2 + m(x1 + x2) < 0 恒成立, 求: 实数 m 的取值范围.
分析: 看到 x1x2 和 x1 + x2, 应该要想到像例题 4 那样的转化, 但是这边问题在于不齐次. 其

实应该还要想到均值不等式, 现在先不往这方面思考.
解:
对 f (x) 求导

f ′(x) = ex(2ex − ax)

显然 a , 0, f ′(x) = e2x

a ( 2
a −

x
ex ). 所以应该要看出来题目最核心的函数就是

x
ex

参数根本不重要, x1, x2 是满足
x1

ex1
=

x2

ex2

的点, 其实就是函数值相同, 跟前文的零点的用处其实差不多. 所以现在就得到了 x1, x2 的关系,
下一步在于如何用于目标式子了.
主要思路还是将其转化为齐次式, 两边同取对数, 得:

ln x1 − x1 = ln x2 − x2

⇔ 1 =
ln x2 − ln x1

x2 − x1
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接下来可能挺明显的了, 1 的代换, 得不等式

⇔ x1x2 + m
x2

2 − x2
1

ln x2
x1

< 0

⇔ 1 + m
x2
x1
− x1

x2

ln x2
x1

< 0

令t =
x2

x1
> 1

⇔ ln t + m(t − 1
t

) < 0

这其实是一个参数问题, 但实际上由不等式 (3) 可知, m 的临界值为 − 1
2 . 因为 t − 1

t > 0, 于是
m ≤ − 1

2 . 或者可以用分参试试, 但是应该要用洛必达法则, 读者自行尝试.
由此题启发我出了一道题.
例题 9* 已知函数 f (x) = ex − ax 有两个不等根 x1, x2 (0 < x1 < x2), 不等式 (x1 − x2)2 +

m(x2 + x1) > 0 恒成立, 求参数 m 的取值范围.
解:
前面的步骤不再啰嗦, 还是根据

x1

ex1
=

x2

ex2

进行处理, 很显然, 仍然可以继续使用上面的方法, 不再细述. 这里讲另一种想法. 利用合分比
性质

x1 + x2

ex1 + ex2
=

x2 − x1

ex2 − ex1

代入消去 x1 + x2 得

(x2 − x1)
ex2 − ex1

ex2 + ex1
+ m > 0

令 t = x2 − x1 > 0, 则不等式等价于
t
et − 1
et + 1

+ m > 0

其实用如果是用上一题的方法化出来的式子和这个是实质性等同的, 读者可以检验. 但是下一
步的求导可能会很头疼, 但实际上有不等式

t > 2
et − 1
et + 1

(4)

故

t
et − 1
et + 1

> 2
Å

et − 1
et + 1

ã2

> 0

所以 m ≥ 0

注意: 此处两次放缩等号条件相同 (t = 0) 但不能取等, 故 m = 0 是可能的. 不等式 (4) 和
(3) 一样都是很重要的 (我觉得他们就是一对), 这里没有直接证明, 读者可以自行尝试, 后文还
会谈到. 敏感的话会发现可以用上面合分比的处理方法解决第二部分例题 1, 不过需要用到洛必
达法则. 在这里可能不是很恰当地引出利用合分比的方法, 有些题可以用此性质解决, 并且每次
用的时候都十分完美. 常见的情况还有 ln x

x , 但是这类题目花样不多, 曾经认为好的题目也记不
清了, 便简简单单地提一下.
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例题 10 已知函数 f (x) 满足 f ′′(x) ≥ 0 且不恒为 0; 求证:

f (x1) + f (x2)
2

≥ f
( x1 + x2

2

)
对任意属于定义域的 x1, x2 恒成立.
分析: 同样可以先固定一个变量, 再构造新函数证明.

证明. 不妨设 x1 < x2, 等价于证明

f (x1) + f (x2) − 2 f
( x1 + x2

2

)
≥ 0

将 x1 固定构造新函数

F(x) = f (x1) + f (x) − 2 f
( x1 + x

2

)
(x ≥ x1)

对 F(x) 求导

F′(x) = f ′(x) − f ′
( x1 + x

2

)
≥ 0

因为 x1+x
2 ≤ x 且 f ′(x) 单调增.

因此 F(x) 单调增, 即
F(x) ≥ F(x1) = 0

□

注: 这是一题以函数凹凸性为背景的题目, 这是我直接用结论作为题目, 正常出题会告诉具
体函数. 就我的经验, 从来都只会考这样的证明, 利用高中知识也就是这样去证明. 如果有兴趣
可以再了解一下琴声不等式, 但是从来没见考过就是了 (连三元的都没有).

3.2 小结

在导数题目中, 双变量问题还是很多的, 花样也千奇百怪. 有些东西可能需要多想一想. 主
要思想基本没有变过, 就是消元. 与第二部分不同, 在本节出现了较多技巧, 逐渐涉及一些不等
式, 慢慢发现有一些常见结构. 一道比较好的导数题就是很综合的, 所以其实很难去分类. 但是
有些东西发现一直会在使用, 比如例题 5, 7 都用到韦达定理. 实际上这种还是很常见的, 因为指
数函数和多项式相乘的的导数仍然是指数函数乘多项式;或者对数函数和多项式相加,求导后通
分分子也可以是多项式. 又如 x

ex ,
ln x

x 这种函数都可以叫 “母函数”4了, 许多题都由其导出.

4 恒成立求参数取值范围

正常来说, 参数问题不需太过紧张. 导数经常看不透, 很重要一个原因就是几乎什么都解不
出来, 或者说隐零点几乎在所难免. 但是参数范围必须是一个非常确定的范围, 所以一定是特殊

4确实有母函数这个概念, 这里只是一个比喻.
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的. 最常见的就是定义域的边界是 0, 就是 “不等号取到” 的时候. 这种情况就是求导单调 (或者
边界又是临界值 0, 就再继续求导), 然后反过来证明不属于这个范围的参数的范围不符合题意.
但是许多人都是不喜欢这样的, 他们喜欢直接把范围求出来 (反正我一直觉得旁边的人很多都
这样, 不管三七二十一先分离参数), 但是这是不规范的. 正如上文所述, 如果参数在边界取到临
界值, 那么一般需要用到洛必达法则, 并且直接分离参数会出现复杂的分式, 求导麻烦, 甚至需
要求好几次导. 所以大部分情况, 参数临界值都在边界, 或者是特殊点 0, 1, 因为 e0 = 1, ln 1 = 0,
这种特殊的点是绝对不能放过的. 其实一般看到函数, 不是就开始求导, 而是先观察是不是有特
殊点取到特殊的函数值 (比如说 0). 导数的参数问题有个很重要的特征,经常是可以先知道范围
再证明.
还有一个需要说的是关于严谨性带来的便利,仔细一想,要想得到参数正确的范围肯定是有

个点取到了这个值 (包括极限). 有时候所证不等式没有等号, 很可能是定义域的问题导致 “那个
点” 被忽略或者题目想让人挖去临界点. 不知道读者有没有想到, 其实还有一种花样, 就是转化
为离散的问题, 求的参数是整数. 那么一般就是真的是取不到了, 但是这类问题并不难. 有印象
的话可以知道一般都是在选择题中, 可以利用半分参利用几何意义. 比较严谨的话, 是完全分参,
最后利用隐零点的范围去估计最值.
参数问题能搞的花样不多, 所以在这种情况一般函数会比较难求导, 或者第一题比较麻烦.

但是请注意, 一般第一题越麻烦, 第二题就越不慌, 因为提示往往就在第一题.
例题 1 已知函数 f (x) = (x + 1) ln x − a(x − 1).

若当 x ∈ (1,+∞) 时, f (x) > 0, 求 a 的取值范围.
分析: 这是一题常规题, 很显然 1就是临界点, 求导单调其实就是答案, 作为引入, 利用常规

方法和分参做个比较.
解法一:
对 f (x) 求导

f ′(x) = ln x +
1
x
+ 1 − a

令 f ′(1) = 0 知 a = 2 就是临界值, 根据 f (x) 的形式, 很容易知道 a ∈ (−∞, 2]. 知道这些之后就
形式上认真写好证明:
(i) 当 a ≤ 2 时,

f ′(x) ≥ 0

恒成立, 故 f (x) > f (1) = 0;
(ii) 当 a > 2 时,

f ′′(x) =
1
x
− 1

x2 > 0

所以 f ′(x) 单调递增, 注意到  f ′(1) = 2 − a < 0

f ′(ea) = 1 + 1
ea > 0

故 ∃x0 ∈ (1, ea) 使得 f ′(x0) = 0, 于是

f (x0) < f (1) = 0
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舍去.
解法二:
不等式等价于

a <
x + 1
x − 1

ln x

令 g(x) = x+1
x−1 ln x, 对 g(x) 求导

g′(x) =
(ln x + 1

x + 1)(x − 1) − (x + 1) ln x
(x − 1)2

=
x − 1

x − 2 ln x
x2

> 0

一般需要对分子单独求导, 这里不确切说明了, 这个不等式在前文已经出现过. 接下来很显然需
要用到洛必达法则, 高中对极限了解有限, 洛必达使用起来其实也非常别扭:

lim
x→1

(x + 1) ln x
x − 1

= lim
x→1

ln x + 1
x + 1

1
= 0 + 1 + 1 = 2

我一般不喜欢直接分参, 几乎都要用洛必达; 并且一般分参好做的, 直接讨论会更轻松.
例题 2 已知函数 f (x) = ln x + ax + 2

x − 3.
若当 x ∈ (0,+∞) 时, f (x) > 0 恒成立, 求参数 a 的取值范围.
分析: 临界点函数无意义, 说明还是和常规题不太相同. 但是一看到 ln, 下意识应该要觉得

f (1) = 0 是临界点. 此时 a = 1

解:
a ≥ 1, 下证明其充要性:

证明. 必要性: 由
f (1) = a − 1 ≥ 0

得 a ≥ 1.
充分性: 当 a ≥ 1 时, 令 g(x) = ln x + x + 2

x − 3, 对 g(x) 求导

g′(x) =
1
x
+ 1 − 2

x2

=
1
x2 (x2 + x − 2)

=
1
x2 (x − 1)(x + 2)

所以 g(x) ≥ g(1) = 0.
注意到 f (x) ≥ g(x) ≥ 0, 充分性得证. □

注: 这边也再次看到参数在一些证明中的不必要性, 所以请注意参数的处理方法, 可以得到
简洁且完全无误的证明. 将参数直接放成常数其实很常用, 前面其实也出现过这样处理的题目
了, 第三部分的例题 2.
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例题 3 [2015 全国卷 II] 已知函数 f (x) = emx + x2 − mx 对任意的 x1, x2 ∈ [−1, 1], | f (x1) −
f (x2)| ≤ e − 1, 求 m 的取值范围.
分析: 这题的样子和第三部分例题 1 很像, 都有绝对值, 但是本题比那题多点值得思考的东

西.
解:
对 f (x) 求导

f ′(x) = m(emx − 1) + 2x (5)

当 x < 0 时, f ′(x) < 0; 当 x > 0 时, f ′(x) > 0.
因此

f (x)min = f (0) = 1

不等式等价于

f (x)max ≤ e

因为 f (x)max = max{ f (1), f (−1)}, 那也即需要满足 f (1) = em − m + 1 ≤ e

f (−1) = e−m + m + 1 ≤ e

令 h(m) = em − m + 1, 即需要满足

h(m) ≤ e且h(−m) ≤ e

注意到特殊点 h(1) = e, 对 h(m) 求导

h′(m) = em − 1

所以 h(m) 在 0 取极值, 因此可以知道存在 m0 < 0 使得 h(m0) = e, 这个用零点存在定理即可说
明其存在性. 可以得到 m0 ≤ m ≤ 1, 但是参数范围是不能有隐零点这种模糊的数据的. 注意到我
们需要满足两个条件, 还需要 h(−m) ≤ m. 所以还需要满足

m0 ≤ −m ≤ 1

也即 −1 ≤ m ≤ −m0, 所以答案是 [m0, 1] 和 [−1,−m0] 的交集.
那么想一想也知道答案就是 [−1, 1], 也就是 m0 < −1, 直观上理解就是 |m0| > 1.

m0 < −1

⇔ h(m0) > h(−1)

⇔ h(−1) < e

而2 +
1
e
<

5
2
< e

故 m ∈ [−1, 1].
注: 这题的确是一道好题. 注意式子 (5), m(emx − 1) 正负性和 2x 相同, 因而得到单调性. 在

不少题目, 特别是出现 ln 的题目, 经常不能 “因式分解”, 最后可以看成两个式子相加, 但正负性
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相同. 这种题也具有一定迷惑性. 看到后面这个参数求法其实非常少见, 但是只要认真分析就能
知道想干什么, 其实后面就是一个极值点偏移的背景了.

例题 4 已知 k ∈ N∗, 当 x > 2 时, 不等式 x(ln x + 1) > k(x − 2) 恒成立, 求 k 的最大值.
分析: 这是一题典型的参数为整数的题目, 这种其实也可以逐个代入进行证明, 但是略显不

规范也意义不大. 在此介绍三种方法.
解法一 (参数分离):
不等式等价于

k <
x(ln x + 1)

x − 2

令 f (x) = x(ln x+1)
x−2 , 对 f (x) 求导

f ′(x) =
x − 2 ln x − 4

(x − 2)2

令 h(x) = x − 2 ln x − 4, 则因为
h′(x) = 1 − 2

x
> 0

所以 h(x) 单调递增, 所以现在应该要估计隐零点范围.
正常来说, 先不要估计范围, 先看最后极值和隐零点的关系再来估计范围. 一般来说, 极值和隐
零点都是线性关系, 最后很容易估计.
利用隐零点, 消去 ln x

f (x0) =
x0( x0−4

2 + 1)
x0 − 2

=
x0

2

所以隐零点的估计只需夹在两个隔二的整数之间 (如 4 和 6). 这里其实还不是很容易看出来.
最后的估计是 h(8) = 4 − 6 ln 2 = 2 ln e2

8 < 0

h(10) = 6 − 2 ln 10 = 2 ln e3

10 > 0

因此, x0
2 ∈ (4, 5) 即 kmax = 4.

解法二 (正常地直接求导):
令 f (x) = x(ln x + 2) − k(x − 2), 对 f (x) 求导

f ′(x) = ln x + 2 − k

(i) 当 k ≤ 2 时, f ′(x) ≥ 0⇒ f (x) ≥ f (2) > 0;
(ii) 当 k ≥ 3 时, 令 f ′(x) = 0 得

x0 = ek−2

所以

f (x)min = f (x0)

= ek−2(k − 1) − k(ek−2 − 2)

= 2k − ek−2

因为 (
2k − ek−2)′ = 2 − ek−2 < 0
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所以关于 k 的函数 2k − ek−2 单调减, 且注意到2 × 4 − e2 = 8 − e2 > 0

2 × 5 − e3 = 10 − e3 < 0

故 kmax = 4.
解法三 (变形):
不等式等价于

ln x + 1 − k +
2k
x
> 0

令 g(x) = ln x + 1 − k + 2k
x , 对 g(x) 求导

g′(x) =
1
x
− 2k

x2 =
1
x2 (x − 2k)

因为 k ∈ N 大于等于 1, 故有
g(x)min = g(2k) = ln 2k − k + 2

再令 h(x) = ln 2x − x + 2, 对 h(x) 求导

h′(x) =
1
x
− 1 < 0

所以 h(x) 单调减, 且注意到 h(4) = ln 8 − 2 > 0

h(5) = ln 10 − 3 < 0

故 kmax = 4.
注: 前两种方法都比较常规, 求导后认真讨论, 都不难得到正确答案. 第三种方法略有不同,

对原不等式进行变形. 主要是将 ln x 的系数除去, 已达到求导后是多项式的效果, 注意多项式很
方便. 解法三由蔡嘉贤提供, 拥有解答形式上的优雅.

例题 5 已知函数 f (x) = ln2 (1 + x) − x2

x+1 ;
(1) 求函数 f (x) 的单调区间;
(2) 若不等式 (1 + 1

n )n+α ≤ e 对任意的 n ∈ N∗ 都成立，求 α 的最大值.
分析: 函数是比较复杂, 对数带平方, 后面还跟着一个分式. 这样第一问可能就会比较麻烦,

但是不用讨论参数, 认真计算即可. 第二问直接求导这边可能就不太行了, 两边同取对数肯定是
必须的.
解:
(1) 对 f (x) 求导

f ′(x) = 2 ln (1 + x)
1

1 + x
− 2x(x + 1) − x2

(x + 1)2

=
2 ln (1 + x)

x + 1
− x2 + 2x + 1 − 1

(x + 1)2

=
2

1 + x

Å
ln (1 + x) +

1
2

(
1

1 + x
− (1 + x))

ã
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令 t = 1 + x > 0, 上式化为
ln t − 1

2
(t − 1

t
)

求导容易得到

f ′(x) > 0当x ∈ (−1, 0), f ′(x) < 0当x ∈ (0,+∞)

实际上这个不等式在前文已经出现过好几次了.
(2) 两边同取对数, 不等式等价于

(n + α) ln(1 +
1
n

) − 1 ≤ 0 (6)

注意, 一般如果出现正整数 n 的问题, 且出现了 1
n . 则一般换元方法是 x = 1

n , 因为这样 x ∈ (0, 1]
5比较密集可以减少整数离散性带来的一些问题.
于是令 x = 1

n ∈ (0, 1], 不等式可以由下面的不等式推出6

ln (1 + x)(
1
x
+ α) − 1 ≤ 0

为了方便求导讨论, 于是再令 h(x) = ln (1 + x)(1 + αx) − x, 等价于 h(x) ≤ 0. 注意 h(0) = 0 说明

就是常规参数问题, 所以应该求导取小于等于零恒成立的 α 的部分. 于是对 h(x) 求导

h′(x) =
αx + 1
x + 1

+ α ln (x + 1) − 1 = α(1 + ln (1 + x)) +
1 − α
x + 1

− 1

发现 h′(x) = 0, 但是问题不大, 现在欲使 h′(x) ≤ 0 恒成立, 于是继续求二阶导

h′′(x) =
α

1 + x
− 1 − α

(1 + x)2 =
1

(x + 1)2
(α(1 + x) − (1 − α))

现在欲使 h′′(x) ≤ 0, 当 α = 0 时显然成立; 当 α , 0 时, α(1 + x) − (1 − α) 是一次函数, 所以将
0, 1 分别代入并小于零即可. 那么得到

α ≤ 1
3

但是发现没有, 这和常规做法非常不一样. 常规做法是在临界点分析出参数的取值, 进而矛盾
容易说明. 但是这里直接限制可以吗? 注意 1

3 是在 x = 1 的时候限制出来的. 实际上, 当
a > 0, h′′(0) < 0 但是 h′′(1) > 0 是可能使条件成立的. 以往的题目可以这么做往往是因为
导数单调减, 所以如果不满足左端点小于等于零的话就会推出矛盾. 但是这里是单调增的. 所
以很开心分析到这里之后会发现 α > 1

3 的矛盾推不出来. 所以现在应该要废弃这个经典的参
数讨论方法, 其实也未必, 一个方法试了没几次就放弃不应该是学习的态度. 再想一想, 如果
h′′(0) < 0, h′′(1) > 0, h′(x)先减后增, 那还是有希望的吧. 因为 h′(1) < 0是有可能. 即使 h′(1) > 0

那么 h(x) 就应该先减后增, 所以只需要满足 h(1), h(0) 均小于零即可. 所以最后分析得到的结论
就是, 最大值就是在 h(1) 或者 h(0) 取到. 其实认真想一想, 题目要求的是 α 的最大值, 0 根本就

取不到, 所以肯定是 h(1) = 0 所得的 α 才是答案. 所以现在可以借助这个必要性的估计对刚才
的分析进行严谨的叙述.
显然 α ≤ 0 满足题意.
因为

h(x) ≤ 0
5注意此处的说法不是很严谨, 就是想把离散化成连续才可以进一步求导. 严格来说, x 不完全和 1

n 相等.
6注意不等价.
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所以 h(1) ≤ 0, 进而得到
α ≤ 1

ln 2
− 1 = log2

e
2
<

1
2

那么 1 + 0 − ( 1
α
− 1) < 2 − 2 = 0, 所以 h′′(0) < 0. 因此 h′(x) 可能单调减或者先减后增, 那么同样

的 h(x) 可能单调减或者先减后增, 所以 h(x)max = max{h(0), h(1)}. 也就是

α ≤ 1
ln 2
− 1

注: 这种方法其实非常严谨, 但是会有人觉得比较另类, 因此不觉得这样做是正确的.
所以标准答案肯定不是这样做的, 但是上面的想法的确是对的, 就是想说, 有时候还是该往

一个可能的方向继续尝试, 发现的东西可能远大于解决一道题目. 下面再重新想想这个问题, 第
一问这么奇葩的函数在第二问没有用会让人觉得出题者很失败. 前面也说过, 第一题越麻烦, 越
可能是第二题的提示. 所以使用完全分参看看, 因为由求最大值这一条件知道临界的点必不会
在零取到, 不会用到洛必达, 并且分参后复杂形式跟第一问的确有关联.
另解:
原不等式等价于

α ≤ 1
ln (1 + 1

n )
− n

令 h(x) = 1
ln (1+x) −

1
x , x ∈ (0, 1]7, 现在欲求 h(x) 的最小值. 对其求导

h′(x) = − 1
ln2 (1 + x)

· 1
1 + x

+
1
x2

=
1

1 + x

Å
1 + x

x2 − 1
ln2 (1 + x)

ã
注意到 f (x) ≤ f (0) = 0, 故

1 + x
x2 ≤ 1

ln2 (1 + x)

则说明 h(x) ≥ h(1) = 1
ln 2 − 1.

所以 α ≤ 1
ln 2 − 1.

注: 若 h(x) ≥ A, 则 1
ln (1+ 1

n )
− n ≥ A. 但两者不是等价关系. 而是因为 x = 1 取到等号, 于是当

n = 1 时, 1
ln (1+ 1

n )
− n 可以取到最小值 A. 还有一点值得强调, 就是一开始就应该把 0 这个特殊点

代入 f (x), 而此时 f (0) = 0 是非常特殊的, 结合第一问单调性可以马上得到两个代数式的大小
关系.

例题 6 [2014 湖南] 已知常数 a > 0, f (x) = ln (1 + ax) − 2x
x+2 ;

(1) 讨论 f (x) 在区间 (0,+∞) 的单调性;
(2) 若 f (x) 存在两个极值点 x1, x2, 且 f (x1) + f (x2) > 0, 求 a 的取值范围。

分析: 第一问是让人觉得很烦的参数讨论单调性, 第二问和第三部分的例题 7 有些相像, 其
实想法是有差别的, 像本题这样的题目其实比较多, 将变量最终化成 a, 再构造新函数解决问题.
上一部分的那道题是给 a 的范围, 最后却用了别的和 a 有关的变量. 总的来说, 前面那道题是很
不好想的, 本题比较规矩.

7这里直接构造函数限制定义域, 省去代换上严谨性的说明, 最后再作为原题的充分条件.
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解:
(1) 对 f (x) 求导

f ′(x) =
a

1 + ax
− 2(x + 2) − 2x

(x + 2)2

=
a

1 + ax
− 4

(x + 2)2

=
a(x + 2)2 − 4(ax + 1)

(x + 2)2(1 + ax)

=
ax2 + 4(a − 1)

(x + 2)2(1 + ax)

(i) 当 a ≥ 1 时, f ′(x) ≥ 0 恒成立;
(ii) 当 a ∈ (0, 1) 时, f (x) 在 (0, 2

»
1−a

a ) ↓, 在 (2
»

1−a
a ,+∞) ↑.

(2) 注意到 1
a ≥ 2

»
1−a

a , 因此当 a ∈ (0, 1
2 ) ∪ ( 1

2 , 1) 时, 就必定会有两个极值点.
要想消去 x1, x2, 那就需要用到韦达定理:x1 + x2 = 0

x1x2 =
4(a−1)

a

对目标式子进一步化简

f (x1) + f (x2) = ln (1 + ax1) − 2x1

x1 + 2
+ ln (1 + ax2) − 2x2

x2 + 2

= ln
(
1 + a(x1 + x2) + a2x1x2

)
− 4

x1x2 + x1 + x2

x1x2 + 2(x1 + x2) + 4

= ln (2a − 1)2 − 4
4(a−1)

a
4(a−1)

a + 4

= ln (2a − 1)2 +
2

2a − 1
− 2

因为 a ∈ (0, 1
2 ) ∪ ( 1

2 , 1), 所以 2a − 1 ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1).
(i) 当 2a − 1 < 0 时

ln (2a − 1)2 +
2

2a − 1
− 2 < 0 + 0 − 2 = 0

(ii) 当 0 < 2a − 1 < 1 时, 由不等式
ln x ≥ 1 − 1

x
知 f (x1) + f (x2) > 0. 综上所述, a ∈ ( 1

2 , 1).
注: 本题最后其实可以不用不等式, 也可以分类讨论求导完成. 这里想说不等式也可以用来

估计参数的范围, 比如再看下面一题.
例题 7 [2010 全国卷理] 设 f (x) = 1 − e−x.

(1) 证明: x > −1 时, f (x) ≥ x
x+1 ;

(2) 设 x ≥ 0 时, f (x) ≤ x
ax+1 , 求 a 的取值范围.

分析: 第一问就是最基础的不等式. 第二问注意到当 x = 0 时不等号成立, 应该是常规套路,
但是函数可能会比较复杂.
解:
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(1) 1 − e−x ≥ 1 − 1
x+1 =

x
x+1 .

(2) 令 g(x) = − f (x) + x
ax+1 , 对 g(x) 求导

g′(x) = e−x +
ax + 1 − ax

(ax + 1)2

=
1

(ax + 1)2 (ex − (ax + 1)2)

=
e

x
2 + ax + 1
(ax + 1)2 (e

x
2 − (ax + 1))

注意到 e
x
2 ≥ x

2 + 1, 所以只要满足 a ≤ 1
2 , g′(x) ≥ 0 ⇒ g(x) ≥ g(0) = 0. 而且反过来也很容易证明

a > 1
2 时是不成立的.
注: 不知道读者在看到这里的时候有没有想到我们在讨论极值点偏移时候的最后一题, 那

时候用的放缩 e2(x−1) ≥ x2 的思想和这里其实上是等同的.
例题 8 [2019 福建省质检] 已知函数 f (x) = x(e2x − a), 若 f (x) ≥ 1 + x + ln x, 求实数 a 的取

值范围.
分析: 一看到问题所求应该不觉得难, 又是参数范围. 但是会发现找不到特殊的那一个点.

我们一边解一边分析, 介绍三种方法.
解法一 (参数分离):
最暴力的方法, 看看效果.
不等式等价于

a ≤ e2x − ln x
x
− 1

x
− 1

令 g(x) = e2x − ln x
x −

1
x − 1, 等价于求 g(x) 的最小值.

g′(x) = 2e2x +
ln x
x2 =

1
x2 (2x2e2x + ln x)

很显然应该是一个隐零点的问题,但是在这边估计隐零点范围没有用,因为那样子无法确定参数
范围. 所以只有一种可能, 隐零点直接代入可以得到一个常数. 但是这边怎么带怎么化简都没有
什么效果. 如果看答案, 会有一种方法就是用分离参数的, 但是可能会搞不懂为什么那样操作.
那在对式子仔细研究一番. g(x0) = 0 ⇔ 2x2

0e2x0 + ln x0 = 0, 这里的玄机可能不会一下就看出来.
其实这里面藏了一个函数. g(x0) = 0 又等价于

2x0e2x0 =
1
x0

ln
1
x0

所以这里有个函数 h(x) = x ln x, 对 h(x) 求导

h′(x) = ln x + 1

所以 h(x) 在 ( 1
e ,+∞) ↑. 令 m(x) = 2x2e2x + ln x, 注意到 m( 1

e ) = 2
e2 e

2
e − 1 < 2

e − 1 < 1,m(1) > 0, 得
x0 ∈ ( 1

e , 1).  1
x0
> 1

e2x0 > e
2
e > 1

所以 1
x0
和 e2x0 在同一单调区间, 由单调性即得

e2x0 =
1
x0
或者说 ln x0 + 2x0 = 0
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代入得

g(x0) =
1
x0
− −2x0

x0
− 1

x0
− 1 = 1

故 a ≤ 1.
解法二:
正规处理, 令 F(x) = f (x) − x − ln x − 1 = xe2x − (a + 1)x − ln x − 1. 对 F(x) 求导

F′(x) = (2x + 1)e2x − (a + 1) − 1
x
= (2x + 1)e2x − 1 + (a + 1)x

x

进一步分析是很难有结果的, 但是参数范围肯定会有临界值. 这个值是可能被猜出来, 在这边取
什么值可能得到好的效果? 显然就是 2x + 1 = ax + 1, 因为这个时候可以因式分解. 因式分解是
判断正负极好用的工具, 而导数就是在讨论正负.
所以先研究一下 a = 1 的情况, 此时

F′(x) = (2x + 1)(e2x − 1
x

)

所以 F′(x) 存在隐零点 x0 且满足 e2x0 = 1
x0
. 和解法一得到的关系一样, 代入 F(x) 即得最小值刚

好为 0. 所以由 a 的系数 −x 可知 a ≤ 1, 这里顺便说一下已知参数范围的不等式证明.
(i) 当 a ≤ 1 时, F(x) ≥ xe2x − 2x − ln x − 1 ≥ 0.
(ii) 当 a > 1 时, 将 F(x) 写成 xe2x − 2x − ln x − 1 + (1 − a)x, 则

F(x0) = 0 + (1 − a)x0 < 0

不合题意.
故 a ≤ 1.
注: 其实就是参数临界值一出来就相当于不等式证明, 重在证明而不是参数讨论, a > 1 的

矛盾就用原本刚好取到零的那个点就完美解决. 这也是我当时的做法8.
解法三 (不等式): 不等式等价于

e2x+ln x ≥ (a + 1)x + ln x + 1

故由不等式

ex ≥ x + 1

得

e2x+ln x ≥ 2x + ln x + 1

等号当且仅当 2x + ln x = 0 时成立, 容易知道这个点存在.
故 a ≤ 1, a > 1 的矛盾和上一种解法相同. 将隐零点代入即可.
注: 该方法被认为本题最优解, 实际上慢慢地会发现 ex ≥ x+ 1 又或是 ln x ≤ x− 1 常常出现

的时候 “x” 并非只是单纯的 x, 会通过形式上的复杂度增加题目难度.
8本部分的例题 2 其实也是这种方法.
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5 不等式证明

5.1 隐零点

利用隐零点证明不等式是一种常见且简单的方法, 套路十分固定.
例题 1 已知函数 g(x) = (x + 1) ln x + 1;

(1) 求 g(x) 的单调区间;
(2) 设 f (x) = x ln x − 1

ex 的最小值为 M, 证明: M ∈ (−1 − 2
e2 ,− 1

e ).
(1) 解:
对 g(x) 求导

g′(x) = ln x + 1 +
1
x

再进一步求导

g′′(x) =
1
x
− 1

x2 =
1
x2 (x − 1)

所以 g′(x) ≥ g′(1) = 2 > 0, 故 g(x) 在定义域内单调增.
(2)

证明. 对 f (x) 求导

f ′(x) = ln x + 1 +
1
ex

进一步求导

f ′′(x) =
1
x
− 1

ex
> 0

所以 f ′(x) 单调增, 且 
f ′( 1

e ) = 1
e

1
e
> 0

f ′( 1
e2 ) = −1 + 1

e
1

e2
< 0

所以存在隐零点 x0 ∈ ( 1
e2 ,

1
e ), 使得 f ′(x0) = 0, 将此条件代入 f (x0) 得:

f (x0) = (x0 + 1) ln x0 + 1

由 (1) 得, f (x0) 关于 x0 单调增. 故

−1 − 2
e2 = (1 +

1
e2 ) × (−2) + 1 < f (x0) = f (x)min = M < (

1
e
+ 1) × (−1) + 1 = −1

e

□

注: 可以看到, 本题有上下两个 “界”, 但是都取不到等号, 很可能就是放缩所得. f ′(x) 单调,
很明显就说明了是一个隐零点的问题, 利用隐零点的性质先化简 f (x0)(一般消去 ln 或者 ex). 而
此题消去 ex 是因为这样刚好和第一题联系上, 否则两道题两个函数毫无关系也略显奇葩. 至于
那两个点 1

e和
1
e2 一般是先由目标式计算出来再代入 f ′(x) 检验. 本题还可以利用 f (x0) < f ( 1

e ) 或

者 f (x0) < f ( 1
e2 ) 进行加强.

例题 2 [2019 龙岩] 已知函数 f (x) = x2

2 + (a + 1)x + a ln x (a < 0), f (x) 的最小值为 M, 证
明: M < 13

15 .
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分析: 这道题除了多一个参数, 好像没什么不同. 一般有参数利用参数把 x 消掉 (因为 a 给

了范围, 最好保留) 就行了.

证明. 对 f (x) 求导

f ′(x) = x + (a + 1) +
a
x
=

1
x

(x + a)(x + 1)

所以 f (x) 在 x0 = −a 时取最大值, 一般来说要把 x0 消去, 这里我要消去 a. 因为如果消去 x0,
f (x0) 中会出现 ln (−a), 这种很不讨人喜欢. 而且 x0 = −a 范围是大于零的, 那么当做变量也比
较舒服.
于是

f (x)min = f (x0) =
x2

0

2
+ (1 − x0)x0 − x0 ln x0 = −

x2
0

2
+ x0 − x0 ln x0

令 g(x) = − x2

2 + x − x ln x (x > 0), 对 g(x) 求导

g′(x) = −(x + ln x) ↓

所以现在已经把前面的套路都说一遍了, 现在关键是这个隐零点范围应该如何确定. 先把这个
隐零点 x1 代入 g(x) 得

g(x1) =
x2

1

2
+ x1

按照一般套路, 很明显 g′( 1
e ) > 0, 需要找到那个 g′(x) < 0 的 x, 一般需要解方程

g(x1) =
13
15

但是只要一试就知道不对劲, 这个解的形式让人看了就想放弃. 但是没关系, 导数中不等的放松
往往比较宽松, 我们可以再证一个更强的结论来证明本题, 即找到一个更合适的 A, 使得 M <

A < 13
15 .

x2

2
+ x <

13
15

⇔ x2 + 2x <
26
15

⇔ (x + 1)2 <
41
15

这样写的好处是尽量对右边放缩方便寻找一个合适的 A, 使得
√

A 也是有理数, 则方便计算.
所以接下来的工作要将 41

15 这个数值调小. 首先调整分母, 离 15 比较近的一个合适的完全平方

数是 25. 所以先将分母化为 15 和 25 的最小公倍数 75:
205
75

下一步应将分子处理方便消去分母中 “多余” 的 3.
205
75
>

204
75
=

68
25

为了方便, 再向下调 (刚才将 205
75调成

204
75 的幅度很小)

68
25
>

64
25
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此时解出 x < 3
5 . 所以若能证明 g′( 3

5 ) < 0 就可以解决本题. 于是计算

g′(
3
5

) = −(
3
5
+ ln

3
5

)

利用不等式 ln x > 1 − 1
x 得

g′(
3
5

) < −((
3
5

) + 1 − 5
3

) = −1 +
16
15
> 0

放缩失败, 但是可以看到很接近了. 所以在上一步的放缩调整放缩的幅度. 利用不等式 ln x >
1
2 (x − 1

x )(0 < x < 1)(前文已经出现过):

g′(
3
5

) > −(
3
5
+

1
2

(
3
5
− 5

3
))

= −1
2

(
9
5
− 5

3
)

= −1
2
× 2

15
< 0

则原题得证.
但其实这不是这道题的本意, 此题自是有创新之处.
注意到: 13

15 =
1
5 +

2
3 >

1
2e +

1√
e , 所以只需证明

g′(
1
√

e
) < 0

即可.
□

注: 我觉得本题还有一个地方 x + ln x 也是在予以提示, 所以尽量在 e 的幂次中寻找这个隐

零点的范围.

5.2 中间量

在某些情况, 直接求导显得麻烦不讨好. 这种往往是弱的不等式, 但是由于函数的复杂性造
成难以观察并且求导无果. 这种情况一般用一个比较易于处理的中间量直接进行大幅度放缩.

例题 1 已知函数 f (x) = −x2−x−1
ex−1 ;

(1) 求 f (x) 的极值;
(2) 求证: 当 x > 0 时, x f (x) > 2 ln x − x2 − 3x.
(1) 解:
对 f (x) 求导

f ′(x) =
−2x − 1 + x2 + x + 1

ex−1

=
x2 − x
ex−1

=
x(x − 1)

ex−1
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所以 f (x) 有极大值 f (0) = −e, 极小值 f (1) = −3.
(2)
如果直接令 g(x) = x f (x) − 2 ln x + x2 + 3x, 求导得到

g′(x) =
x3 − 2x2 − x − 1

ex−1 +
2x2 + 3x − 2

x

然后就把式子搞得极其复杂, 最惨的是不知道下一步怎么做.
第一问已经是一个让人看了很不爽的函数了, 好不容易求了导看起来还可以. 所以先把 f (x) 单

独出来观察一番, 不等式等价于
f (x) >

2 ln x
x
− x − 3

左边先减后增, 在 1 取极小值; 右边的 2 ln x
x 先增后减, 而 −x 显然单调减. 也就是左右两边就是

要往着相反的方向发展, 所以不妨直接放大一点, 用第一问结论先将左边进行放缩 (并且注意到
f (x)min = −3 还是看起来比较舒服的), 再来看看右边是什么样一个情况.

证明. 不等式等价于
f (x) =

2 ln x
x
− x − 3

令 g(x) = 2 ln x
x − x − 3, 对 g(x) 求导

g′(x) = 2
1 − ln x

x2 − 1 =
2 − 2 ln x − x2

x2

于是令 h(x) = 2 − 2 ln x − x2, 显然 h(x) 单调减, 且h(1) = 2 − 0 − 1 = 1 > 0

h(e) = 2 − 2 − e2 = −e2 < 0

所以存在隐零点 x0 满足 g′(x0) = 0, 也即 2 ln x0 = 2 − x2. 代入 g(x) 消去 ln x 得

g(x0) =
2 − x2

0

x0
− x0 − 3

=
2
x0
− 2x0 − 3

< 2 − 2 − 3

= −3

= f (x)min

□

例题 2 已知函数 f (x) = x(a + ln x) − ex−1 (a ∈ R), 证明: 当 a ∈ (−∞, 0) 时, 对任意的
x ∈ (1,+∞), 有 f (x) + 1 < 1

x−1 −
x
ex 恒成立.

分析: 第一个操作要迅速定位在参数 a, 不论如何都要知道怎么去处理参数. 很显然此处 a

的 “系数” 是 x > 1 > 0, 故 a 是无用参数, 直接令 a = 09. 注意到的第二个问题应该是 1
x−1 当

x → 1 时趋近于正无穷. 所以右边一开始就是一个很大的量, 而左边减去 ex−1 就是疯狂地在减

9注意此时等价的不等式可以取等.
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小.
第一种想法, 直接求导, 导数根本没法判断正负也无法整理;
第二种想法两边同时除以 x, 再求导. 这样是有道理的, 因为将 ln x 相乘的多项式除去, 求导后
就只剩 1

x , 不然有 ex和 ln x 基本没法处理10. 并且 1
(x−1)x =

1
x−1 −

1
x 这是一个很好的效果, 求导也

方便, 但是很快就会发现在本题中这么处理一点用都没有.
第三种想法, 所以问题到底在哪? 其实刚才也发现了, 两边不是势均力敌, 而是差别很大, 在起
点 1 处, 右边就已经调到无穷了. 而且 1 这个点根本没法取, 并且就算有隐零点也不知道该怎么
放缩. 所以先两边同乘 (x − 1) 11把这个大问题先处理一下. 然后接下来发现还是没办法....
所以这个明明两边应该差别很大应该很容易证明的不等式为什么就是一直搞不出来? 问题就是
在差别太大, 求导之后无从下手, 所以一开始就应该来一个大的放缩, 而这需要经常观察才能又
快又准.

证明. 令 g(x) = x ln x − ex−1, 对 g(x) 求导得

g′(x) = ln x + 1 − ex−1

进一步求导

g′′(x) =
1
x
− ex−1 ↓

所以 g′(x) < g′(1) = 1 − 1 = 0, g(x) 单调递减, g(x) < g(1) = −1.
所以左边打从一开始就小于零, 还是一直减少的. 这里看到零应该要很注意, 零对于证明不等式
来算真的太友好了, 因为分式求导很麻烦, 其实是一直都在避免的, 一旦不等式一边是零, 就可
以 “瞎乘”. 从而简化不等式证明.
欲证明 1

x−1 −
x
ex ≥ 0, 其等价于

ex − x2 + x ≥ 0

令 h(x) = ex − x2 + x, 对 h(x) 求导

h′(x) = ex − 2x + 1

再求一次导

h′′(x) = ex − 2 > 0

所以 h′(x) > h′(1) = e − 1 > 0, 所以 h(x) > h(1) = e > 0. □

5.3 变形

不等式同乘除可以改变导数情况, 也就是改变函数形态, 是极值位置发生改变而利于解题.
例题 1 求证:

ex + (1 − e)x − x ln x − 1 ≥ 0

10其实上一题也是类似的, 在大多数情况, 若是 ln x和ex 同时出现时几乎都不能直接求导, 因为求导后很难分析.
11这个思想也很常使用, 原本不能取的点, 两边乘一下就可以了.
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解法一 (直接求导):
令 f (x) = ex + (1 − e)x − x ln x − 1, 对 f (x) 求导

f ′(x) = ex − ln x − e

对这个没什么法子, 所以继续求导
f ′′(x) = ex − 1

x
↑

但是 f ′′( 1
2 ) =

√
e − 2 < 0而 f ′′(1) = e − 1 > 0, f ′(x) 先增后减... 接下去我没有再试 (f’(x) 应该是

有两个零点的), 读者有兴趣自行尝试.
解法二 (变形):
有一个很看不顺眼的就是求导后 ln x 和 ex 均存在. 一般的操作方法就是将 ln x 的 “系数” 去除,
进而达到求导后无 ln x 的效果.
不等式等价于

ex

x
+ 1 − e − ln x − 1

x
≥ 0

令 f (x) = ex

x + 1 − e − ln x − 1
x , 对 f (x) 求导

f ′(x) = ex(− 1
x2 +

1
x

) +
1
x2 −

1
x
=

(x − 1)(ex − 1)
x2

所以 f (x) 在 x = 1 时取到最小值

f (x)min = f (1) = e + 1 − e − 0 − 1 = 0

例题 2* 求证:
x ln x + x2 + e−x − x ≥ 0

证明. 采用上一题的思想, 两边同除以 x, 则不等式等价于

ln x + x +
1

xex
− 1

令 f (x) = ln x + x + 1
xex − 1, 对 f (x) 求导

f ′(x) =
1
x
+ 1 +

1
ex

(− 1
x2 −

1
x

)

=

Å
1
x
+ 1
ãÅ

1 − 1
exx

ã
很显然又是一个隐零点 x0 满足 ex0 x0 = 1. 也即 ln x0 + x0 = 0. 代入 f (x0) 得

f (x0) = ln x0 + x0 + 1 − 1 = 0

□

可能会觉得很奇妙且不可思议, 但是看到此题应该迅速联想到讨论参数恒成立时的最后一
题福建省质检. 当时直接分参几乎难以处理, 当 a = 1 时导数可以因式分解并且也有一个隐零

点的效果和此题几乎一样, 即代入 f (x0) 得到 0. 直接分参其实也做得出来, 因为里面有一个函
数. 所以看到本题也应该要想到如果直接求导可能会有一个函数, 如果没有想到, 提醒自己以后
遇到相似问题要懂得多联想.
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所以这里有没有函数在里面呢? 为了防止混淆, 令 g(x) = x ln x + x2 + e−x − x, 对 g(x) 求导

g′(x) = ln x + 2x − e−x

令 g′(x) = 0 可以得到

ln x + x = e−x + (−x)

所以这个函数是 ln x + x. 余下步骤留给读者完成.
例题 3 [2014 全国卷 I] 求证:

ex ln x +
2
x

ex−1 > 1

证明的第一个途径 (利用一般的变形思想):

证明. 不等式等价于
ln x +

2
ex
− 1

ex
> 0

令 f (x) = ln x + 2
ex −

1
ex , 对 f (x) 求导

f ′(x) =
1
x
− 2

ex2 +
1
ex

这个几乎处理不动. 当然也不是就没办法了.
注意到: ex ≥ ex 和 x ln x ≥ − 1

e , 由此即得ln x + 1
ex ≥ 0

1
ex −

1
ex ≥ 0

故

ln x +
2
ex
− 1

ex
≥ 0

两个不等式取等条件不同, 故等号不成立. □

注: 此法由蔡嘉贤提供.
证明的第二个途径 (利用熟悉函数):

证明. 不等式等价于
x ln x − x

ex
> −2

e
注意到

x ln x ≥ −1
e

和
x
ex
≤ 1

e
由这两个不等式即证. □

注: 几个重要函数 x ln x, ln x
x , xex和 x

ex 要有大致了解, 就算记不住最值. 实际上第一种证明也
用了 x ln x 最小值 − 1

e , 其实这两种方法在某种程度上来说是一样的.
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5.4 离散型

有些导数题涉及关于正整数 n 的和式, 在此称为离散型的问题. 此类问题的解决方法一般
有两种, 一种各项放缩求和, 另一种是数学归纳法. 正常来说标准答案的方法应该是各项放缩,
但是做种题目最好要一直有数学归纳法的思想, 拆大为小. 一般此类题均是由前面的小题得到
的不等式进行放缩, 会有一些不等式变形, 还会有一些技巧性的东西 (没有固定方法). 需要注意
的是, 对于这么多项进行放缩, 往往不等式不会很 “紧”, 所以此类题目需要多多尝试, 有时候用
其他放缩也能得到结果, 而不要因为一直不能在形式上和题目达到一致而烦躁.

例题 1 证明:
(n2 + 1)(n2 + 2)(n2 + 3) . . . (n2 + n) >

√
e · n2n

对任意的 n ∈ N∗ 均成立.

证明.

(n2 + 1)(n2 + 2)(n2 + 3) . . . (n2 + n) >
√

e · n2n

⇔ ln (n2 + 1) + ln (n2 + 2) + . . . + ln (n2 + n) >
1
2
+ 2n ln n

⇔ ln (1 +
1
n2 ) + ln (1 +

2
n2 ) + ln (1 +

n
n2 ) >

1
2

⇔
n∑

i=1

ln (1 +
i

n2 ) >
1
2

注意到:
ln (1 +

i
n2 ) ≥ 1 − n2

n2 + i
=

i
n2 + i

只需证
n∑

i=1

i
n2 + i

≥ 1
2

这里就需要技巧, 因为 i
n2+i ≥

i
n2+n , 将分母放缩便于求和. 得到

n∑
i=1

i
n2 + i

>

n∑
i=1

i
n2 + n

=

∑n
i=1 i

n2 + n

=
n(n + 1)
2n2 + 2n

=
1
2

□

例题 2 [2013 福建预赛] 已知函数 f (x) = 2 ln (x + 1) + 1
x(x+1) − 1;

(1) 求 f (x) 在区间 [1,+∞) 上的最小值;
(2) 对于任意的 n ∈ N, n ≥ 2, 证明:
(i) ln 1 + ln 2 + ln 3 + . . . + ln n > (n−1)2

2n ;
(ii) ln2 1 + ln2 2 + ln2 3 + . . . + ln2 n > (n−1)4

4n3 .
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(1) 解:
对 f (x) 求导

f ′(x) =
2

x + 1
− 1

x2 +
1

(x + 1)2 =
1

x2(x + 1)2 (2x3 + 2x2 − 2x − 1) > 0

所以 f (x) 单调增, f (x)min = f (1) = 2 ln 2 − 1
2 .

(2)
(i)

证明. 由 (1) 得

2 ln n +
1

(n − 1)n
≥ 2 ln 2 +

1
2

⇔ ln n ≥ ln 2 +
1
4
+

1
2

(
1
n
− 1

n − 1
)

所以
n∑

i=1

ln i =
n∑

i=2

ln i

≥ (n − 1) ln 2 +
n
4
+

1
2

(
1
n
− 1)

>
n − 1

2
+

n
4
− n − 1

2n

=
n2 − n + n2

2 − n + 1
2n

>
(n − 1)2

2n
□

注: 一般地, 要证明类似 F(n) ≤ An 的不等式, 常常先计算 An −An−1 再证明 F(n)−F(n−1) ≤
An − An−1, 这实际上是数学归纳法的思想. 本题也可通过此方法证明

(n − 1)2

2n
− (n − 2)2

2(n − 1)
=

n2 − n − 1
2n(n − 1)

<
1
2

实际上本题是一个搞笑不等式, 因为 n 越大时 f (n − 1) 和 f (1) 差别越来越大, 也就是不等式越
来越松. 一般来说, 这种不等式都是 n 越大越接近, 才算比较成功的题目. 实际上 ln n > ln 2 > 1

2 ,
因此

LHS >
n − 1

2
=

(n − 1)2

2(n − 1)
>

(n − 1)2

2n
= RHS

证毕.
(ii)

证明. 由柯西不等式

LHS × (12 + 12 + . . . + 12) ≥ (ln 1 + ln 2 + . . . + ln n)2

>
(n − 1)4

4n2

⇔LHS >
(n − 1)4

4n3
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□

例题 3 [2011 福建预赛] 已知函数 f (x) = ex − x − 1;
(1) 求证: f (x) ≥ 0 恒成立;
(2) 求证: ( 1

2n )n + ( 3
2n )n + . . . + ( 2n−1

2n )n <
√

e
e−1 对一切正整数 n 恒成立.

分析: 本题不等式右边是个常数, 此类题一般会比较难. 因为不能数学归纳法的思想对右边
逐项求差, 可以自己写几项观察出一个更强的结论再用此方法, 一般也很难想. 不过一般这种题
目用题目所给不等式放缩就能得到结果, 当然如果做多一点有点经验可能就可以更快地知道用
哪个不等式去放缩了.
(1) 略.
(2)

证明. 因为
1 − i

2n
≤ e−

i
2n

所以

LHS < e−
1
2 + e−

3
2 + e−

2n−1
2

=
e−

1
2 (1 − e−n)
1 − e−1

=

√
e(1 − e−n)

e − 1

<

√
e

e − 1

□

注: 这里其实就是一个等比数列, 其实有

1 + x2 + x3 + . . . + xn−1 =
1 − xn

1 − x
<

1
1 − x

其中 0 < x < 1. 知道这一点对数列放缩也有帮助, 实际上当 n→ ∞ 时, 就等于 1
1−x .

例题 4 [2013 大纲全国] 已知函数 f (x) = ln (1 + x) − x(1+λx)
1+x ;

(1) 若 x ≥ 0 时, f (x) ≤ 0, 求 λ 的最小值;
(2) 设数列 an 的通项 an = 1 + 1

2 +
1
3 + . . . +

1
n , 证明:

a2n − an +
1
4n
> ln 2.

(1) 用常规参数求法可得
λ ≥ 1

2
(2)

证明. 由 (1) 得

ln (1 + x) ≤
x(1 + 1

2 x)
1 + x
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用 1
n 代替 x 得12

ln (n + 1) − ln n ≤
1 + 1

2n

n + 1

=
2n + 1

2n(n + 1)

=
1
2

Å
1
n
+

1
n + 1

ã
这边的化简还是有技巧的.
观察不等号左边

LHS =
1

n + 1
+

1
n + 2

+ . . . +
1
2n
+

1
4n

可能还是看不出什么, 于是先对 ln 进行求和观察一下
n−1∑
i=1

ln (1 +
1
i

) <
1
2

(1 +
1
2
+

1
2
+

1
3
+ . . . +

1
n − 1

+
1

n − 1
+

1
n

)

⇔ ln n <
1
2
+

n−1∑
i=1

1
i
+

1
2n

所以可以看到一些端倪了, 应该调整求和的范围.
2n−1∑
i=n

ln (1 +
1
i

) <
1
2

(
1
n
+

2
n + 1

+ . . . +
2

2n − 1
+

1
2n

)

⇔ ln 2n − ln n <
2n∑

i=n+1

1
i
+

1
4n

⇔a2n − an +
1
4n
> ln 2

□

注: 其实可以发现此类题型很大一部分精力用在对式子变形放缩上, 这些一般是需要一些
代数变形技巧的, 需要多总结.

5.5 拓展不等式

高考或者模拟时可能出现的题型我们已经几乎讨论完了. 利用这些知识也几乎可以解决或
者可以通过题目所给的提示解出所有的题. 导数不等式的证明是水最深的一块区域, 涉及到估
值, 数值放缩, 利用不等式放缩, 零点存在说明还有分段讨论证明. 有些存粹的不等式证明更甚
至是通过电脑绘图得到的, 能做出的几率都很小, 很多时候都是试出来的, 更别说什么套路和一
般方法了, 有时候参考答案都只能用来欣赏. 而这里则是为了让想更进一步的人更好地快速入
题, 对不等式处理有更深了解. 再介绍几个可能作为题目背景的不等式.
1.

ln x ≥ 1
2

Å
x − 1

x

ã
(x ∈ (0, 1])

ln x ≤ 1
2

Å
x − 1

x

ã
(x ∈ [1,+∞))

12ln (1 + 1
n ) = ln (n + 1) − ln n, 而且 n 越大 1

n 越小, 不等式放缩程度越小.
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证明, 直接求导证明. 常见变形

ln (1 + x) ≤ x
√

x + 1
(x ≥ 0)

ln (1 + x) ≤
x(1 + x

2 )
x + 1

(x ≥ 0)

ln (1 +
1
x

) ≤ 1
x

(
1
x
+

1
x + 1

)(x > 0)

第一个即用
√

x + 1 代替 x 即可;
第二个用 (x + 1) 代替 x 即可;
第三个用 1

x 代替第二个中的 x.
2.

ln x ≤ 2(x − 1)
x + 1

(x ∈ (0, 1])

ln x ≥ 2(x − 1)
x + 1

(x ∈ [1,+∞))

证明, 同样直接求导证明. 常见变形

ln (x + 1) ≥ 2x
x + 2

(x ≥ 0)

x ≥ 2(ex − 1)
ex + 1

(x ≥ 0)

证明, 都是简单代换.
1 和 2 两个不等式及其变形, 等号条件都是 ln() = 0 和 e() = 1. 并且都是分了两段, 所以当

x 的取值刚好在某一边, 很可能会用这两个不等式的其中一个作为背景. 最常利用这两个不等式
的是参数取值, 在某些是时候, 参数位置非常奇葩, 用这两个不等式先猜出答案则会省下很多时
间. 其实刚刚讨论的上一小节的最后一题也就是第一个不等式后面的两个变形. 如果知道这一
点, 会节约很多思考时间. 一般来说很有必要使用这两个不等式时, 往往第一小题就是在暗示其
中一个不等式.
3.

ex ≥ 1 + x +
x2

2
+

x3

3!
+ . . . +

xn

n!
(x ≥ 0)

证明, 直接求导. 其实这个就是 ex 在 0 处泰勒展开, 但是这个不要求我也不做说明, 因为高中知
识没法讲清楚. 也没必要讲太多这些高级结论, 搞得不伦不类. 而这个主要用于一些更强一点的
不等式, 这个时候 ex ≥ x + 1 不太够用了. 但是绝大多数情况是没有必要的.
以这些不等式为背景的参数问题前面已经出现过不少, 又或者是利用这些不等式迅速判断

导数正负. 读者在学习中可以发现更多, 在此不再叙述此类问题, 因为只要知道参数范围再去证
的话容易很多, 套路也都差不多, 可以多总结一些优秀处理方法. 这里稍微讲一下一些在不等式
证明中的应用.

例题 1 [2019 厦门质检] 已知函数 f (x) = (x + a) ln (x + 1) − ax;
(1) 若 a = 2, 求 f (x) 的单调区间;
(2) 若 a = −2, −1 < x < 0, 求证 f (x) > 2x(1 − e−x).
(1) 解:

41



f (x) 在定义域内单调递增. 注意到 f (0) = 0, 这边可以得到不等关系.
(2)

证明. 不等式等价于
(x − 2) ln (x + 1) +

2x
ex
> 0

可以直接求导证明, 但是挺麻烦的. 读者可以尝试, 前面也说过, 对于 ex 和 ln x 的情况, 一般要
消去一个. 注意到这里 x 的取值范围, 这里可以利用 (1) 所得到的不等式, 其实也就是拓展不等
式的第二个

ln (x + 1) ≤ 2x
x + 2

因此只需证明
x − 2
x + 2

+
1
ex
< 0

参考答案就这里搞出来好几种解法, 但是我还是建议不要瞎捣鼓. 这么一个不等式搞好几种做
法只能说明不知道找最好的方法, 我建议还是直接两边同乘以消去分式.
当然这题还有更特殊的部分, 甚至可以直接把 ex 也放掉, 利用

x ≤ 2(ex − 1)
ex + 1

得到
1
ex
≤ 2 − x

2 + x
代入上面欲证不等式即证. □

注: 后面对 ex 放缩的方法由 Dylan 提供.
例题 2 证明不等式

(ex − 1) ln (x + 1) > x2(x ≥ 0)

分析: 这已经是正常很难的不等式的形式的, 直接要求证明一个不等式. 有的时候甚至给了
近似值, 这种情况很可能需要分段讨论. 本题用比较弱的那两个不等式是没办法证明的, 这里 ex

的放缩和 ln (x + a) 的放缩都需要加强, 利用

ex ≥ 1 + x +
x2

x

证明. 注意到
ex − 1 ≥ x2

2
+ x

和

ln (x + 1) ≥ 2x
x + 2

相乘即证. □

注: 这种题目很可能是为了利用某一性质凑出来的题目, 一般了解的东西不够多是很难下
手的.
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5.6 对数均值不等式

接下来介绍一个极其强大的不等式, 对数均值不等式. 此不等式较强, 且出现频率高, 在 19
年模拟中多次出现. 并且利用此不等式解题会使解答变得非常简洁对称甚至完美, 这是其他许
多解法都望尘莫及的.

5.6.1 对数均值不等式

对 ∀x1, x2 > 0(x1 , x2), 均有

√
x1x2 ≤

x1 − x2

ln x1 − ln x2
≤ x1 + x2

2

5.6.2 证明

注意: 此不等式一旦使用必须证明. 思想仍是消元, 以不等式左边为例做个证明示范.

证明. 不妨设 0 < x1 < x2, 不等式等价于

ln
x2

x1
≤
…

x2

x1
−
…

x1

x2

令 t =
»

x2
x1
> 1, 则有不等式等价于

2 ln t − t +
1
t
≤ 0(t > 1)

令 f (x) = 2 ln x − x + 1
x , 求导得

f (x) =
2
x
− 1 − 1

x2

= −(
1
x
− 1)2 ≤ 0

因此 f (x) 在 (1,+∞) 单调递减, 也即

f (x) < f (1) = 0

□

注: 其实后面那个等价函数就是上一小节的第一个不等式. 实际上在很早的时候已经说过
这两个不等式等价, 即讨论双变量问题时的 18 全国卷 I, 接下来也会利用新方法来重新做一下
这道题.

5.6.3 几何意义

如图, 在 y = ln x 的图像上任取两点 A, B. 以不等式右边进行说明

2
x1 + x2

≤ ln x1 − ln x2

x1 − x2
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图 2: y = ln x 图像

为方便说明, 记 AB 在 y = ln x 的中点为 D, 并过 D 做函数 y = ln x 的切线 l, 则 ln x1−ln x2
x1−x2

即为直

线 AB 的斜率 kAB, 而 2
x1+x2

即为 l 的斜率 kl. 那么, 由此不等式可以得到

kAB ≥ kl

y 也就是说在 y = ln x 的图像上任意两点的斜率大于其中点在 y = ln x 的切线的斜率.13

注: 其实也可以看到当 A, B越来越靠近, kAB 和 kl 越来越接近. 当 A, B无限靠近, 最后就是
直线 AB 成了切线, 也是 “等号成立” 的条件. 这里其实可以联想到以前曾经做过的一些题, 其
问法为

f ′(
x1 + x2

2
) > 0(< 0)

其中 x1, x2 为 f (x) 的两个不相同的零点. 但是这边好像没有零点, 但是我分分钟都能搞出一个,
只要把直线 AB “减掉” 就行了. 比如设 A(1, 0) 和 B(e, 1), 则直线 AB : y = 1−0

e−1 (x − 1).

令 f (x) = ln x − 1
e − 1

(x − 1)

则 1, e 是两个零点. 实际上很多这种题都是以这个为背景设计的, 自然也能用这个不等式解决.

5.6.4 应用

壹. 韦达定理
如果仔细观察的话会发现,许多导数题涉及双变量及一元二次方程14,而本结论的形式 (x1+

x2) 与
√

x1x2 就不得不想到韦达定理. 在此类题目中, 往往一次项系数或者常数项为常数, 进而
便于不等式放缩.

例题 1 [2018 全国卷 I] 已知函数 f (x) = 1
x − x + a ln x(a > 2), 存在两个极值点 x1 和 x2 且

0 < x1 < x2, 求证
f (x1) − f (x2)

x1 − x2
< a − 2.

13此处的中点意为函数图像上的中点.
14导数常是二次方程
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证明. 对 f (x) 求导

f ′(x) = − 1
x2 − 1 +

a
x
= − 1

x2 (x2 − ax + 1)

所以有

x1x2 = 1

则

LHS =
1
x1
− x1 + a ln x1 − 1

x2
− x2 + a ln x2

x1 − x2

=
−2(x1 − x2) + a(ln x1 − ln x2)

x1 − x2

= −2 + a
ln x1 − ln x2

x1 − x2

< −2 + a
1
√

x1x2

= a − 2

□

注: 本题本来就不是难题, 在前文也已出现, 再次说明旨在加深对该不等式的理解.
贰. 某一类极值点偏移
极值点偏移是一类 “入门题”, 较难的极值点偏移一般通过复杂的参数设置, 分段实现复杂

函数, 但解法一般大同小异. 前面讲过某些极值点偏移可以用合分比性质来做, 实际上一般都是
以此为背景. 可以直接用这个不等式解决.

例题 2* 已知函数 f (x) = ex − ax (x ∈ R) 有两个不等根 x1, x2, 求证:15

x1 · x2 < 1

证明. 由已知得
ex1

x1
=

ex2

x2

推出 x1−x2
ln x1−ln x2

= 1, 因此

x1 · x2 =
√

x1x2
2
< (

x1 − x2

ln x1 − ln x2
)

2
= 1

□

注: “参数复杂化” 前文好像没有提到, 例如函数 y = ex − x 可以这样处理

ex − x = a⇒ x = ln (x + a)

可以构造函数 f (x) = x − ln (x + a) 从而实现复杂化.
叁. 多项式化处理
涉及双变量不等式的题目需要消元, 构造单变量函数求导 (或不停地求导) 即可做出. 但实

际上这样比较繁琐, 这个不等式还有另一个很强的作用就是把 ln x 消去, 转化为多项式 (多项式
可以因式分解从而比较方便).

15和极值点偏移部分例题 3 题干相同, 其实那题的 (1) 也可用此不等式解决.
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注: 这样处理还有一个很重要的原因在于此不等式较强 (一般放缩不会过度), 且等号成立
条件一般和题目相同 (如不同, 则慎用).

例题 3 [2019 泉州一模] 已知函数 f (x) = 1
2 x2 + bx + a ln x(a + b = −1且a > 1) (即 1 为极大

值点) 若 ∃x0 使得 f (x0) = f (1)(x0 , 1), 求证:

a < x0 < a2.

分析: 这是一道不错的题, 前面没有提及. 因为其普通求导方法需要通分用到一些分解因式
小技巧, 没什么好说的. 这里用对数均值不等式看看会有什么效果.

证明. 对 f (x) 求导

f ′(x) = x − (a + 1) +
a
x

=
1
x

(x2 − (a + 1)x + a)

=
1
x

(x − a)(x − 1)

因此 f (x) 在 (0, 1), (a,+∞) 上单调递增, 在 (1, a) 单调递减 ⇒ x0 > a.
再来说明不等式右边成立:

x0 < a2 ⇔ f (x0) < f (a2)

这时候化单变量为双变量方便利用不等式: x2 = a2, x1 = 1.
利用求差证明大小关系:

f (x2) − f (x0) = f (x2) − f (x1)

=
1
2

(x2
2 − x2

1) + b(x2 − x1) + a(ln x2 − ln x1)

= (x2 − x1)
Å

x1 + x2

2
+ b + a

ln x2 − ln x1

x2 − x1

ã
令

m =
x1 + x2

2
≥ √x1x2

=
√

1 × a2

= a

等号不成立, 上式大于等于

(x2 − x1)(m − (a + 1) +
a
m

) =
x2 − x1

m
(m − a)(m − 1) > 0

□

例题 4 函数 f (x) = e2x + (a − ax)ex, x1, x2 为函数 f (x) 的两个极值点, 且 0 < x1 < x2;
若 x1x2 + m(x1 + x2) < 0 恒成立, 求: 实数 m 的取值范围. 16

16本题也是双变量问题那一节的例题 8.
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证明. 注意到:

f (x) = ex(2ex − ax)

⇒ ex1

x1
=

ex2

x2

⇔ x1 − x2

ln x1 − ln x2
= 1

故原不等式 ⇔ −m > x1 x2
x1+x2

, 为了解决不齐次的问题, 由均值不等式

x1 + x2 ≥ 2
√

x1x2

其实利用 x1x2 ≤ (x1+x2)2

4 也可以, 读者可自行尝试. 于是

x1x2

x1 + x2
≤
√

x1x2

2

<
1
2

x1 − x2

ln x1 − ln x2

=
1
2
.

⇒ m ≤ −1
2
.

□

注: 本题参数可以顺利解出的一个重要条件是, 每一步放缩的等号条件相同.17

5.7 参数与零点存在

5.7.1 几道例题

例题 1 [2017 全国卷 I] 已知函数 f (x) = ae2x + (a − 2)ex − x, 若 f (x) 有两个零点, 求 a 的取

值范围.
解:
对 f (x) 求导

f ′(x) = 2ae2x + (a − 1)ex − 1

= (aex − 1)(2ex + 1)

1) a ≤ 0, f ′(x) < 0 恒成立. 故 f (x) 单调, 不可能有两个零点.
2) a > 0, 则 f ′(ln ln 1

a ) = 0. f (x) 在 ln 1
a 取到最小值. 若能产生两个零点, 则 f (ln 1

a ) < 0. 即

ln a + 1 − 1
a
< 0

注意到 f (ln 1
a ) 关于 a 单调增, 且当 a = 1 时, ln a + 1 − 1

a = 0. 因此得到一个必要条件

a ∈ (0, 1)

17包括对数均值不等式, 等号条件理解为极限.
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其实这个已经是充要的了, 因为其实不管 x → +∞ 还是 x → −∞, 都有 f (x) → +∞. 正常情况
下, 根据零点存在定理很容易证明一个零点存在, 一般这种都是利用隐零点的题目. 但是为什么
绝大多数人这里不这么做而是偏向于利用极限将此当做显然? 当然第一个很重要的原因是隐零
点的范围很重要必须得确定, 还有一个就是这里并不是仅代入一个常数就能解决问题的. 但是
严谨来说, 这一步必须有, 至于不写扣多少分, 不在我的考虑范围内.
先看 x < ln 1

a 这一部分, 当 x 很小的时候, e2x 和 ex 都会趋近于零, 所以这里的关键是 −x 最终

会变为无穷大. 主要要做的事情就是怎么处理 (a − 2)ex 这一项, 因为只有这一项才是小于零的.
由于最后起决定因素的是 x, 所以先放掉 e2x 这个 “无用” 的项, 欲寻找 x0 满足

f (x0) > −x0 + (a − 2)ex0 > 0

利用 ex < 1 寻找更简单的 x0

f (x0) > −x0 + (a − 2)ex0

> −x0 + (a − 2)

故只需要取 x0 = a − 2 < 0 即可.
再看 x > ln 1

a 这一部分, 当 x 很大的时候, e2x 会变得超级大, 超过 ex 和 x. 也就是现在关键的是
a 出现在两个大数字的系数上, 为方便进一步放缩, 将正项写一边, 负项写一边

aex(ex + 1) − 2ex − x

所以先要取适当的值消去 a 以方便说明减去 2ex + x 仍会大于零. 消去 a 的最直接方法是取

x1 = ln 1
a , 但是这个刚好是极小值点, 我们所需要的是 x1 > ln 1

a . 但是没关系, 可以待定一个参数
m > 1, 取 x1 = ln m

a > ln 1
a . 欲证明

m(ex1 + 1) − 2ex1 − x1 > 0

可以看到主要想证明 (m − 2)ex1 − x1 > 0, 多余的 m 已经成为 “累赘”. 最直接的就是 m 取 2, 但
是 x1 没有处理, 故取 m = 3, 则有

(m − 2)ex1 − x1 = ex1 − x1

> 1

> 0

这样就严谨地说明了充分性.
例题 2 已知函数 f (x) = ln x − ax − 3(a , 0).

(1) 讨论函数 f (x) 的零点个数.
解:
对 f (x) 求导

f ′(x) =
1
x
− a

1) 当 a ≤ 0 时, f (x) 单调增. 观察 f (x) 可以知道应该有一个零点, 但需要说明零点存在.
先找使 f (x) < 0 的点, 特殊点 f (1) = −a − 3 不能判断正负, 其实也就是 1 还不够小. 希望通过
ln 凑出一个 a 用于因式分解直接说明

ln x0 − ax0 < 0
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最直接的想法是取 x0 = ea < 1 直接将 ln 变为 a.

f (x0) = a(1 − x0) − 3 < 0

注意这里我只将 ln 部分用 a 代替, 而括号内仍保留 x0. 这样子做比较直观, 并且如果需要进一
步放缩或者修改取值比较有方向.
再找使得 f (x) > 0 的点. 由于 −ax 已经大于零, 而 ln x 只要 x > 1 就可以大于零. 所以现在比
较关键的问题是 −3 怎么处理. 最直接简单的方法是取 e3 直接得到

f (e3) = −ae3 > 0

其实也可以取 1 − 3
a 在 −ax 中创造出一个 3 来, 可以再去想想这一步的过程.

2) 当 a > 0 时, f (x) 先增后减, 在 x = 1
a 处取到极大值.

(i) 当 f ( 1
a ) = 0 时, 即

− ln a − 4 = 0

得到 a = e−4, 显然 f (x) 只有一个零点.
(ii) 当 f ( 1

a ) < 0, 即 a > e−4 时, f (x) 无零点.
(iii) 当 f ( 1

a ) > 0, a < e−4 时, 观察 f (x). 可以知道应该有两个零点. 所以又要证明两个零点的存
在.
很容易发现刚才分析的 f (1) 现在有用了 f (1) < −a − 3 < 0 且 1 < 1

a , 所以左边的零点已经找到.
再来想右边的. 可以发现 −3 其实无关紧要, 最终必是 ax 超过 ln x. 注意到这个 a 还是很讨厌,
最直接的, 取 1

a . 但是这个刚好是极值点, 于是再待定一个参数 t > 1. 取 x1 =
t
a , 代入 f (x) 得到

f (x1) = ln x1 − t − 3

注意到

ln x1 − t − 3 < x1 − 1 − t − 3

= t(
1
a
− 1) − 4

发现无法确定符号, 问题还没有解决. 其实就是 t
a 不够大. 试着处理一下 ln, 取 ea 代入得

a(1 − ea) − 3. 这是类似前面的取法, 但是有些东西需要注意一下, 一个是 a 现在是大于零的, 另
一个更重要的是 ea < 1 < 1

a . 也就是找错边了. 为了保证不找错边, 还是利用刚才的想法, 取
x1 =

t
a . 不过刚才也发现了, 这个数可能不够大, 那怎么办? 可以更改待定的数, 取 x1 =

et

a . 代入
得

f (x1) = t − ln a − et − 3

< t + ln
1
a
− et

这就是主要的问题, 因为 −3 无关紧要. 如果能证明这一点, 其实也就证明 ln x − ax 最终会小于

零的事实. 发现这里用 et ≥ 1 + t 可能已经不太够了. 于是利用上一小节的第三个拓展不等式

ex ≥ 1 + x +
x2

2
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及 ln x ≤ x − 1 得到

f (x1) <
1
a
− 2 − t2

2

故取 t =
»

2
a 即证.

注: 最后的零点寻找也可以利用 ln x
x , 但是有些地方需要注意. 要利用洛必达法则说明

lim
x→+∞

ln x
x
= 0

还需要补充说明 x0 >
1
a(x0 是满足

ln x0
x0
= a 的点), 即 a ln 1

a > a. (另外: 有些人会不接受这个方
法)

例题 3 [2016 全国卷 I] 已知函数 f (x) = (x − 2)ex + a(x − 1)2 有两个零点;
(1) 求 a 的取值范围.
解:
对 f (x) 求导

f ′(x) = (x − 1)(ex + 2a)

参数讨论过程与上一题类似, 在此略去. 最后得到的是 a > 0, 我们这里重点放在找零点.(极值点
为 1)
很显然, f (2) = a > 0. 所以右边已经找到.
接下来思考左边, 可以看到当 x → −∞, a(x − 1)2 会趋向无穷大, 而 (x − 2)ex 趋向 0−. 为了方便
判断正负, 欲在 (x − 2)ex 找到一个 a 以方便因式分解. 最容易想到的就是取 x0 = ln a 则有

f (x0) = a(x2
0 − x0 − 1)

但是 x2
0− x0−1好像并不恒正并且比较严肃的一个问题是 ln a不一定小于 1. 所以应该怎么解决

这个问题? 这里有一个比较巧妙的解决方法: 取一个 x0, 不确定是多少, 但是让它满足 x0 < ln a,
那么希望得到 (x0 − 2)ex0 > (x0 − 2)a 从而可以因式分解, 那么需要有 x0 − 2 < 0. 而这也是必须
的, 因为 x0 < 1 才符合想要找的点. 也就是现在我希望取一个 x0 满足 x0 < 1 且 x0 < ln a, 也即

x0 < min{ln a, 1}

这里与前面的取法不太相同, 前面都是直接找点, 但是这里找的其实是一个范围. 所以得到

f (x0) > a(x2
0 − x0 − 1)

但是好像刚才忽略一个问题, 就是 x2
0 − x0 − 1 不一定恒正. 但是没关系, 因为 −1 代进去已经大

于零了. 所以添加条件 x0 < −1. 所以最后取

x0 < min{ln a,−1}

即可.
注: 这里

f (x0) > a(x2
0 − x0 − 1)
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用的不是 f (x) 的单调性, 而是局部放缩, 曾经我忽略这一问题而认为本题的官方解答18有误. 从
而又另外想了一个方法, 这里也写出来供读者参考:
取 x0 = ln a

a+1 − 1 < −1, 则

f (x0) = (x0 − 2) × a
e(a + 1)

+ a(x0 − 1)2

> a(x2
0 − x0 − 1)

> 0

这里的思考过程不再细述.
例题 4 [2019 龙岩期末] 已知函数 g(x) = ex−2 − ax − ln (x − 1) + 2a, a ∈ R, g(x) 有且仅有一

个零点 x0, 判断 x0 与 3 的大小关系.
解:
将 g(x) 向左平移两个单位, 即令 f (x) = g(x + 2) = ex − ln (x + 1) − ax.
则很显然此问题等价于 f (x) 有且仅有一个零点 x′, 判断 x′ 与 1 的大小关系.
对 f (x) 求导

f ′(x) = ex − 1
x + 1

− a

所以 f ′(x) 单调增, 很显然有一个零点. 所以这道题应该是 f (x) 和 f ′(x) 有同一个零点. 但是书
面证明要说明 f ′(x) 为什么有零点. 这个问题会发现取值的时候有麻烦, 主要是因为前面几道题
都给了 a 的范围, 而这里没有. 不过没关系, 讨论就行了.
1) 当 a = 0 时, 找两个合适的点代入即可.
2) 当 a > 0 时, f ′(x) 小于零的点很好找, 只要满足 ex − 1

x+1 < 0 就行了. 接下来看大于零的点,
由前面的经验, 从 ex 里面找一个 a 把 a 给消掉. 取 x = ln a, 发现还多了一个 − 1

x+1 , 但是注意到
1

x+1 < 1(x > 0). 于是取 x0 = ln (a + 1) > 019 得

f (x0) = 1 − 1
x + 1

> 0

2) 当 a < 0 时, 和上一种情况一样, 只是倒过来变成大于零的点好找. 小于零主要靠 − 1
x+1 , 最终

会趋向负无穷. 首先还是先想办法除掉 a, 当然只有唯一的负项 − 1
x+1 能做到. 首先利用

1
x + 1

= −a

解得

x = −1
a
− 1

但是这样没有处理 ex, 为了做到这一点, 再待定一个系数. 取 x1 = − 1
ma − 1, 代入 f ′(x) 得

f (x1) = (m − 1)a + ex1 < (m − 1)a +
1
e

欲使上式小于零, 故取
m > − 1

ea
+ 1

18取的是 min{0, ln a
2 }, 我认为有点多此一举.

19此处的 x0 与题目中的不同.
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即可.
继续讨论此题, 由题意得 ex′ − ln (x′ + 1) − ax′ = 0

ex′ − 1
x′+1 − a = 0

由此消去 a 得

ex′(x′ − 1) − x′

x′ + 1
+ ln (x′ + 1) = 0

于是令 h(x) = ex(x − 1) − x
x+1 + ln (x + 1), 讨论 h(x) 零点与 1 的关系. 对 h(x) 求导

h′(x) = xex − 1
(x + 1)2 +

1
x + 1

= xex + x
1

(x + 1)2

= x(ex +
1

(x + 1)2 )

所以 h(x) 在 (−1, 0) ↓, 在 (0,+∞) ↑. 所以 h(x) 可能会有两个零点, 但是如果 (−1, 0) 有一个零点,
那肯定已经小于 1 了. 又注意到 h(1) = ln 2 − 1

2 > 0, 所以 x′ < 1.
这里可能还有一个问题就是, 有的人可能会搞不明白, 明明说只有一个零点, 现在可能有两个是
什么意思. 实际上, f (x) 的零点是和 a 相关的, 如果取了一个零点则由 f ′(x) 单调可得到唯一的

a. 所以两个零点取哪个其实都可以, 但是一旦取了, 另外一个就不会是 f (x) 和 f ′(x) 的零点.
当然还有最后一个疑惑可能就是到底 (−1, 0) 里面有没有零点. 实际上是有的, 因为

ln (x + 1) − x
x + 1

=
(x + 1) ln (x + 1) − x

x + 1

因为

lim
x→−1+

(x + 1) ln (x + 1) − x = 0 + 1 = 1

而

lim
x→−1+

x + 1 = 0+

所以最后会趋向正无穷. 当然这些不需要细究.

5.7.2 小结

此类题目主要是分析构造, 逻辑很重要 (到底是哪一边的零点, 放缩不等号方向有没有问
题). 上面介绍了自己认为的一般思路和方法. 一般来说, 找两个零点的题目会比较简单或者其
中一个很容易找. 一般情况先观察分析那个 “局部的量”(比如说 ex 或者是 ax) 会主导整个函数
走向, 在放缩时不能把这些量放得太小. 可能有这几种方法或者说是技巧:
1. ex 处理: 一般先处理 ex, 或者构造出 em 代入;
2. 保留 x0: 局部进行保留便于观察放缩;
3. 待定系数: 先利用特殊情况得到一个好看的式子, 利用待定系数确定要取的值;
4. 取值限定: 利用 min{},max{} 限定 x0 范围从而获得多条件方便进行下一步正负的判断;
5. 分类讨论: 对参数进行讨论.
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6 杂题

6.1 杂题

所谓杂题, 即题目顺序和难度无关.
1#. 已知函数 f (x) = ax2 + bex 在 (1, f (1)) 处的切线为 y = (e − 2)x + 1.
(1) 求 a, b 的值;
(2) 证明: ex − x ln x ≥ (e − 1)x + 1.
2*. 已知 f (x) = x2−1

t ln x x ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞)且t > 0.
(1) 若 f (x) > x 在 f (x) 定义域内恒成立, 求参数 t 的取值范围;
(2) 证明:

ln 2 < 1 − 1
2
+

1
3
− 1

4
+ . . . +

1
n
+

1
4n
.

其中 n 为任意正奇数.
3. [2015 全国卷 I 文] 求证: 当 a > 0 时, 不等式

e2x − a ln x ≥ 2a + a ln
2
a

恒成立.
4. [2019 漳州质检] 证明

x ln x + 1 < ex − x2

(ln 2 ≈ 0.69, ln 3 ≈ 1.10, e
3
2 ≈ 4.48, e2 ≈ 7.39)

5. [2019 福建预赛] 已知 f (x) = ex.
(1) 若 x ≥ 0 时, 不等式 (x − 1) f (x) ≥ mx2 − 1 恒成立, 求 m 的取值范围;
(2) 求证: 当 x > 0 时, f (x) > 4 ln x + 8 − 8 ln 2.
6#. a, b, c > 0 且满足 abc = 1, 求证

a(e2a − 2) + b(e2b − 2) + c(e2c − 2) > 3

7. 证明不等式

(x2 + x) ·
1
x − ln x − 1

ex
< 1 + e−2

8. 设 k ∈ R, 函数 f (x) = ln x − kx.
(1) 若 f (x) 无零点, 求实数 k 的取值范围;
(2) 若 f (x) 有两个相异零点 x1, x2, 求证

ln x1 + ln x2 > 2

9*. 已知函数 f (x) = ln x − ax + 2 有两个相异零点, 求证

f ′(
x1 + x2

2
) < 0

10. [2016 福建预赛] 已知 f (x) = ln (ax + b) + x2(a , 0).
若 f (x) ≤ x2 + x 恒成立, 求 ab 的最大值.
11*. 已知函数 f (x) = ln x − ax 有两个相异零点 x1 < x2, λ ≥ 1, 求证

ln x1 + λ ln x2 ≥ 1 + λ.
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12. [2018 全国卷 III] 已知函数 f (x) = (2 + x + ax2) ln (1 + x) − 2x;
(1) 若 a = 0, 证明: 当 −1 < x < 0 时, f (x) < 0; 当 x > 0 时, f (x) > 0;
(2) 若 x = 0 是 f (x) 的极大值点, 求 a.
13. [2015 四川理] 已知函数 f (x) = −2(x + a) ln x + x2 − 2ax − 2a2 + a, 其中 a > 0.
(1) 设 g(x) 为 f (x) 的导数, 讨论 g(x) 的单调性;
(2) 证明: 存在 a ∈ (0, 1), 使得 f (x) ≥ 0 在 (1,+∞) 内恒成立, 且 f (x) = 0 在 (1,+∞) 内有唯一解.
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6.2 部分答案及提示

1. (1) a = −1, b = 1; (2) 提示: 利用题目所给的切线进行放缩.
2.

(1) t = 1
2 提示: 利用 ln x和 1

2 (x − 1
x ) 的关系并利用参数讨论的套路即可.

(2) 本题其实为改编题, 由不等式部分的子部分离散型最后一题知:

ln 2 <
2n∑

i=n+1

1
i
+

1
4n

再注意到:

1
1
+

1
2
+

1
3
+ . . . +

1
n
=

2
2
+

2
4
+ . . . +

2
2n

⇔1
1
− 1

2
+

1
3
− . . . + 1

n
= 2

Ñ
n+1

2∑
i=1

1
n + 2i − 1

é
∵ 2

Ñ
n+1

2∑
i=1

1
n + 2i − 1

é
>

n∑
i=1

1
n + i

∴ ln 2 < 1 − 1
2
+

1
3
− 1

4
+ . . . +

1
n
+

1
4n

3. 提示: 隐零点配合均值不等式.
4. 提示: 利用 ln x ≤ x − 1 进行放缩.
5. (1) m ∈ (−∞, 1

2 ].
6. 提示: 利用 eln x+2x ≥ ln x + 2x + 1.
7. 提示: 利用 ex ≥ x + 1.
8. (1) k > 1

e ; (2) 利用 t = ln x 代换.
9. 提示: 对数均值不等式.
10. e

2 . 提示: 不等式等价于 ex − ax − b ≥ 0 恒成立.
11. 提示: 利用合分比性质及拓展不等式

ln x1 + λ ln x2 =
ln x2 − ln x1

x2 − x1
· (x1 + λx2)

=
ln t(λt + 1)

t − 1

>
2(t − 1)

t + 1
· λt + 1

t − 1

=
λt + 1
t + 1

> λ + 1

或者一开始就注意到不等式

x + λy
1 + λ

≥ x + y
2

(y > x > 0, λ ≥ 1)
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则

ln x1 + λ ln x2

1 + λ
≥ ln x1 + ln x2

2

=
ln x2 − ln x1

x2 − x1
· x1 + x1

2

≥ 1

12. (1) 提示: 拓展不等式; (2) 因为 f ′(0) = f ′′(0) = 0, 则 f ′′′(0) = 0. 否则可以推矛盾.
一般地, 若 f (x) 在 x0 处取极值, 则有

f ′(x0) = f ′′(x0) = . . . = f (2n−1)(x0) = 0, f 2n(x0) , 0

13. 提示: 此题很复杂, 隐零点代入后可以看成关于 a 的二次函数因式分解. 最后讨论解的
存在性.

7 附录

7.1 隐零点

对于函数 f (x), 满足方程 f (x) = 0 的一个解 x = x0 可以证明其存在性, 但是无法得到代数
解. 则一般称 x0 为隐零点.

7.2 两个必备不等式

1. 第一个不等式
ex ≥ x + 1

在 x ∈ R 时恒成立, 当且仅当 x = 0 时等号成立.

证明. 令 f (x) = ex − x − 1, 对 f (x) 求导知

f (x) ≥ f (0) = 0

故原不等式成立. □

2. 第二个不等式
1 − 1

x
≤ ln x ≤ x − 1

在 x ∈ (0,+∞) 时恒成立, 当且仅当 x = 1 时两边不等号同时成立.

证明. 先证明右边, 方法和第一个不等式证明方法相同, 构造函数求导证明.
将 x 换成 1

x 即证左边.
□

实际上, 1 和 2 这两个不等式是完全等价的20.
20在第二个不等式中令 x = et 即得第一个不等式.
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7.3 合分比性质

在此不细究比例中的合比和分比, 因为我也记不清了. 直接说在导数中常会用到的性质.
若

a
b
=

c
d

则有
a + c
b + d

=
a − c
b − d

=
a
b
=

c
d

其实印象中这个性质叫等比性.

证明. 令 a
b =

c
d = k, 代入即证. □

7.4 柯西不等式

对于任意的 ai, bi ∈ R(i = 1, 2, . . . , n), 有Ç n∑
i=1

a2
i

åÇ n∑
i=1

b2
i

å
≥
Ç n∑

i=1

aibi

å2

证明. 对于 ∀x ∈ R, 显然有
(aix − bi)2 ≥ 0

故
n∑

i=1

(aix − bi)2 ≥ 0

也即说明关于 x 的二次函数Ç n∑
i=1

a2
i

å
x2 − 2

Ç n∑
i=1

aibi

å
x +

Ç n∑
i=1

b2
i

å
≥ 0

恒成立, 故

∆ = 4

Ç n∑
i=1

aibi

å2

− 4

Ç n∑
i=1

a2
i

åÇ n∑
i=1

b2
i

å
≤ 0

故原不等式得证. □
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