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于 slide的 p21, ch8中，提到命题 1，

Proposition 1. 对任意正整数 𝑎和 𝑛，都有 𝑎𝜑(𝑛)+1 ≡ 𝑎 (mod 𝑛)。

这其实是错误的，首先，试考虑这样一种情况，此时 𝑎 = 2, 𝑛 = 4，则有

𝑎𝜑(𝑛)+1 ≡ 22+1 (mod 4) (1)

= 23 (mod 4) (2)

≡ 0 (mod 4) (3)

≠ 2. (4)

正确的表述应为定理 1。

Theorem 1. 对正整数 𝑎和 𝑛，𝑎𝜑(𝑛)+1 ≡ 𝑎 (mod 𝑛)成立当且仅当 (𝑛/(𝑎, 𝑛), (𝑎, 𝑛)) = 1。

为证明定理 1，首先提出如下之引理。

Lemma 1. 对于正整数 𝑛，其任意之约数 𝑥满足 𝑥 | 𝑛，则有 𝜑(𝑥) | 𝜑(𝑛)。

Proof. 根据算术基本定理，可设

𝑛 = 𝑝𝛼11 𝑝𝛼22 . . . 𝑝
𝛼𝑘
𝑘
, (5)

𝑥 = 𝑝
𝛽1
1 𝑝

𝛽2
2 . . . 𝑝

𝛽𝑘

𝑘
. (6)

其中，𝑝1 < 𝑝2 < . . . < 𝑝𝑘均为素数且对 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘均有 0 ≤ 𝛽𝑖 ≤ 𝛼𝑖。由 𝜑(𝑥)为积性（可
乘）函数知

𝜑(𝑛) = 𝜑( 𝑝𝛼11 )𝜑( 𝑝𝛼22 ) . . . 𝜑( 𝑝𝛼𝑘
𝑘
), (7)

𝜑(𝑥) = 𝜑( 𝑝𝛽11 )𝜑( 𝑝
𝛽2
2 ) . . . 𝜑( 𝑝𝛽𝑘

𝑘
). (8)

注意到，对于素数 𝑝有

𝜑( 𝑝𝛼) =
{
1, if 𝛼 = 0,
𝑝𝛼−1( 𝑝 − 1), otherwise.

(9)

由此可知，对于任意的 𝛽 ≤ 𝛼，均有 𝜑( 𝑝𝛽) | 𝜑( 𝑝𝛼)。故对所有的 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑘}，均有
𝜑( 𝑝𝛽𝑖

𝑖
) | 𝜑( 𝑝𝛼𝑖

𝑖
)，可知 𝜑(𝑥) | 𝜑(𝑛)。 ■

Lemma 2. 对任意正整数 𝑥, 𝑦，𝑥模 𝑦的乘法逆元存在的充分必要条件为 (𝑥, 𝑦) = 1且 𝑦 ≠ 1。
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Proof. 显然 𝑥关于 𝑦乘法逆元若存在则 𝑦 ≠ 1，考虑 𝑦 > 1的情况。

首先证明必要性，

注意到存在整数 𝑢使得

𝑥𝑢 ≡ 1 (mod 𝑦). (10)

也即 𝑦 | (𝑥𝑢 − 1)，故存在整数 𝑣使得

𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 = 1. (11)

由式 (11)知 (𝑥, 𝑦) | (𝑥𝑢 + 𝑦𝑣) = 1，故得 (𝑥, 𝑦) ≤ 1 ⇒ (𝑥, 𝑦) = 1。必要性得证。

再者证明充分性，

若 (𝑥, 𝑦) = 1，由 Bézout’s identity知存在整数 𝑢, 𝑣使得

𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 = 1. (12)

则 𝑢为 𝑥模 𝑦的乘法逆元。充分性亦得证。 ■

接下来证明定理 1。

Theorem 1’s proof. 记 𝑑 = (𝑎, 𝑛)，则 𝑎可表示为 𝑎′𝑑，同理有 𝑛 = 𝑛′𝑑，且 (𝑎′, 𝑛′) = 1。则有

𝑎𝜑(𝑛)+1 ≡ 𝑎 (mod 𝑛) (13)

⇔𝑛 | (𝑎𝜑(𝑛)+1 − 𝑎) (14)

⇔𝑛 | 𝑎(𝑎𝜑(𝑛) − 1) (15)

⇔𝑛′ | 𝑎′(𝑎𝜑(𝑛) − 1) (16)

⇔𝑛′ | 𝑎𝜑(𝑛) − 1. (17)

由 𝑛′, 𝑎之关系进行分析，

若 (𝑛′, 𝑎) = 1，由欧拉定理知

𝑛′ | 𝑎𝜑(𝑛′) − 1. (18)

注意到 𝑛′ | 𝑛，由引理 1知 𝜑(𝑛′) | 𝜑(𝑛)，故

(𝑎𝜑(𝑛′) − 1) | 𝑎𝜑(𝑛) − 1. (19)

由式 (18)，式 (19)及整除之传递性知

𝑛′ | 𝑎𝜑(𝑛) − 1. (20)

故当 (𝑛′, 𝑎) = 1时，𝑎𝜑(𝑛)+1 ≡ 𝑎 (mod 𝑛)成立。

关于幻灯片 p21, ch8中的错误 3



若 (𝑛′, 𝑎) ≠ 1，此时 𝑎 ≥ 2, 𝑛′ ≥ 2且有 𝜑(𝑛) ≥ 𝜑(𝑛′) ≥ 1，故 𝜑(𝑛) − 1 ≥ 0。若此时能满足

𝑛′ | 𝑎𝜑(𝑛) − 1，则说明 𝑎𝜑(𝑛)−1是 𝑎模 𝑛′的乘法逆元，由引理 2知矛盾，故 (𝑛′, 𝑎) ≠ 1时命题 1不

成立。

最后注意到

(𝑛′, 𝑎) = 1 (21)

⇔(𝑛′, 𝑑) = 1 (22)

⇔(𝑛′, (𝑎, 𝑛)) = 1 (23)

⇔( 𝑛

(𝑎, 𝑛) , (𝑎, 𝑛)) = 1. (24)

这样就完成了定理 1的证明。 ■
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